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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ � àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü àëãåáðà-

è÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî

èññëåäîâàíèÿ. Âàæíåéøèì èìïóëüñîì ê å¼ èçó÷åíèþ áûë ïåðåõîä îò ðàññìîò-

ðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ ê ñëó÷àþ àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòîãî.

Åñëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèå òîðû èìåþò âåñüìà

ïðîñòóþ ñòðóêòóðó è, ñêîðåå, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êàê ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò

àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òî íàä íåçàìêíóòûì ïîëåì ñòðóêòóðà àëãåáðàè÷åñêî-

ãî òîðà ìîæåò áûòü è äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, ÷òî îïðàâäûâàåò èíòåðåñ ê íåìó

êàê ñàìîñòîÿòåëüíîìó îáúåêòó (ñì. êíèãó Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî [3]), è ïðè òà-

êîì èçó÷åíèè íåîäíîêðàòíî áûâàëè ïîëó÷åíû íîâûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòà-

òû. Â ÷àñòíîñòè, îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîëå

îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ ëîêàëüíîå èëè ãëîáàëü-

íîå, îêàçàëîñü èçó÷åíèå öåëûõ ìîäåëåé ýòèõ òîðîâ.

Ïóñòü G � ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, îïðåäåë¼ííàÿ íàä ïîëåì K

(ëîêàëüíûì èëè ãëîáàëüíûì). Òîãäà öåëîé ìîäåëüþ G íàçûâàþò òàêóþ ãðóï-

ïîâóþ ñõåìó X, îïðåäåë¼ííóþ íàä OK ⊂ K � êîëüöîì öåëûõ ïîëÿ K, ÷òî

G ∼= X ×Spec OK Spec K. Êëàññè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ öåëàÿ ìîäåëü Íåðîíà, ïîäðîá-

íî îïèñàííàÿ â ðàáîòå Ç. Áîøà, Â. Ëþòêåáîìåðòà è Ì. Ðåéíî [18]. Å¼ ãëàâíîå

äîñòîèíñòâî â òîì, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ãëàäêîñòè, òðåáóåìîå îò

öåëîé ìîäåëè êàê äîïîëíèòåëüíîå âî ìíîãèõ çàäà÷àõ. Îäíàêî ìîäåëü Íåðî-

íà îïðåäåëÿåòñÿ íåêîíñòðóêòèâíî, âñëåäñòâèå ÷åãî å¼ ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå

äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Ïîýòîìó ñîõðàíÿåòñÿ èíòåðåñ è ê àëüòåðíàòèâíûì öåëûì

ìîäåëÿì, îáëàäàþùèì êàêèìè-ëèáî ïîëåçíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Îäíîé èç òàêèõ ìîäåëåé äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàí-

äàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü (îíà æå ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî), âïåðâûå óïîìÿíóòàÿ â

ðàáîòå Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî è Ò. Â. Ôîìèíîé [6] è âïîñëåäñòâèè îêîí÷àòåëüíî
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îïðåäåë¼ííàÿ â çàìåòêå Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî [24]. Ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü

îïðåäåëåíà êîíñòðóêòèâíî, âñåãäà ñòðîãî ïëîñêàÿ è èìååò êîíå÷íûé òèï. Îä-

íàêî ñâîéñòâî ãëàäêîñòè äëÿ íå¼, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ýòî

îáóñëîâèëî èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäå-

ëüþ è ìîäåëüþ Íåðîíà, êîòîðîå ïðîèçâîäèëîñü â ðàáîòàõ Ñ. Þ. Ïîïîâà [22],

à òàêæå ×. ×èíã-Ëè è Þ. Öçþ-Êàíãà [19]. Â íèõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ L àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íå áîëåå ÷åì

ñëàáî ðàçâåòâëåíî íàä îñíîâíûì ïîëåì K, ìîäåëü Íåðîíà ýòîãî òîðà ñîâïàäàåò

ñî ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëüþ, à â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå äèêîãî âåòâëåíèÿ ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíà èç íå¼ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ïðîöåññà

ñãëàæèâàíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ âî âñåõ âûøåóêàçàííûõ

ðàáîòàõ â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàëèñü ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë

èëè èõ êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñíîâíîå ïîëå � ãëîáàëüíîå, ïîñòðîåíèå è ñâîéñòâà ìî-

äåëè Íåðîíà èçó÷åíû õóæå. Â êà÷åñòâå ãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ â êîíêðåò-

íûõ ïðèìåðàõ îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. ×òîáû ðå-

àëèçîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷è-

ñåë, òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ öåëàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷å-

ñòâå íà÷àëüíîãî øàãà ïðîöåññà ñãëàæèâàíèÿ. Èçâåñòíû äâå ðàçëè÷íûì îáðàçîì

îïðåäåëÿåìûå öåëûå ìîäåëè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îáîáùåíèåì

èäåè ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè èç ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ýòî ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü, îïðåäåë¼ííàÿ è îïèñàí-

íàÿ â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî, Á. Ý. Êóíÿâñêîãî è Á. Ç. Ìîðîçà

[5], è êàíîíè÷åñêàÿ öåëàÿ ìîäåëü, îïðåäåëåíèå êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿåòñÿ â

êíèãå Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî [4]. Ëþáàÿ èç ýòèõ ìîäåëåé, êàê ñëåäóåò èç èõ îïè-

ñàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîòàõ, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé

ñõåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà ïóò¼ì ñãëàæèâàíèÿ, îäíàêî ïðè ýòîì
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âîçíèêàþò òðóäíîñòè, îòñóòñòâóþùèå â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ïîëÿ. Òàê, äëÿ êà-

íîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëè íåèçâåñòíî ÿâíîå çàäàíèå, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ÿâíîå çàäàíèå ìîäåëè Íåðîíà â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, à

äëÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè íåèçâåñòíà ñòðóêòóðà å¼ ñëî¼â íàä ïîïîëíåíèÿ-

ìè îñíîâíîãî ïîëÿ, ÷òî òàêæå ïðåïÿòñòâóåò ïîëó÷åíèþ ÿâíîãî çàäàíèÿ ìîäåëè

Íåðîíà. Êðîìå òîãî, äî ñèõ ïîð íå áûëà èçó÷åíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñòàíäàðò-

íîé è êàíîíè÷åñêîé ìîäåëÿìè ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Öåëÿìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåá-

ðàè÷åñêîãî òîðà, îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ñîâïàäåíèÿ

åãî êàíîíè÷åñêîé è ñòàíäàðòíîé öåëûõ ìîäåëåé, èçó÷åíèå ñâîéñòâ óêàçàííûõ

ìîäåëåé (÷òî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü èõ ïðè ïîñòðîåíèè ÿâíîãî çàäàíèÿ ãëî-

áàëüíîé ìîäåëè Íåðîíà), à òàêæå ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà â ÿâíîì âèäå è

èçó÷åíèå å¼ ñâîéñòâ äëÿ íåêîòîðûõ ñåðèé ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ å¼ ñòðóê-

òóðà ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûå çàêîíîìåðíîñòè: äâóìåðíûõ òîðîâ è ìàêñè-

ìàëüíûõ òîðîâ áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ.

Êðàòêî ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå èíñòðóìåíòû äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè àôôèííîé ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è èõ öåëûõ ìîäåëåé

èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ãàëóà è êëàññèôè-

êàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ öåëî÷èñëåííûõ ðåø¼òîê. Â âîïðîñàõ èçó÷åíèÿ ãëàä-

êîñòè öåëûõ ìîäåëåé ìû ÷àñòî èñïîëüçóåì äåôåêò ãëàäêîñòè � âåëè÷èíó, õà-

ðàêòåðèçóþùóþ ìåðó îòêëîíåíèÿ ãðóïïîâîé ñõåìû îò ãëàäêîé ñòðóêòóðû. Ïðè

èññëåäîâàíèè ðåäóêöèè öåëûõ ìîäåëåé ìû èñïîëüçóåì ñòðóêòóðíóþ òåîðèþ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä ñîâåðøåííûìè ïîëÿìè (ñì. êíèãó À. Ãðîòåíäèêà è Ì.

Äåìàçþðà [20]).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû àë-

ãåáðû è ãåîìåòðèè Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, íà III Ìåæäó-
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íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâà-

ðèàíòîâ¿ (Òîëüÿòòè, 2012 ã.), íà XI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðà

è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 2013 ã.), íà

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Ä. Ê. Ôàääååâà ÏÎÌÈ èì.

Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. À. È. Ãåíåðàëîâ) è íà V Ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿

(Ñàìàðà, 2015 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 6 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ: òð¼õ ñòàòüÿõ [7],

[8], [9], îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ è ìåæäóíàðîäíûå

ðåôåðàòèâíûå áàçû äàííûõ è ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ, è òð¼õ òåçèñàõ äîêëàäîâ

íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ [10], [11], [12].

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 102 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç íàñòîÿùåãî ââåäåíèÿ,

òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 25 íàèìåíîâàíèé. Êàæäàÿ ãëà-

âà ðàçäåëåíà íà ïóíêòû, â ïðåäåëàõ ãëàâû òåîðåìû, ïðåäëîæåíèÿ, ëåììû è

ôîðìóëû îõâà÷åíû åäèíîé íóìåðàöèåé â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ â òåêñòå.

Äàäèì êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 íîñèò ïîäãîòîâèòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìûé

ìàòåðèàë èç òåîðèè ôóíêòîðîâ è ãðóïïîâûõ ñõåì, à òàêæå àðèôìåòèêè àëãåáðà-

è÷åñêèõ òîðîâ, èñïîëüçóåìûé â äàëüíåéøåì. Ãëàâà ñîäåðæèò êðàòêîå èçëîæå-

íèå íåîáõîäèìûõ ñâåäåíèé, êàñàþùèõñÿ àôôèííûõ ñõåì, ôîðì è îäíîìåðíûõ

êîãîìîëîãèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå öåëûõ ìîäåëåé àëãåáðàè-

÷åñêèõ òîðîâ.

Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ãëàâå äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå äâóõ îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëå-

äîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ïåðâûé èç íèõ � àëãåáðàè÷åñêèé òîð, ðàññìàòðèâà-

åìûé êàê àôôèííàÿ ñõåìà. Àëãåáðàè÷åñêèì òîðîì T , îïðåäåë¼ííûì íàä ïîëåì

k è äèàãîíàëèçèðóåìûì (ðàçëîæèìûì) íàä åãî ðàñøèðåíèåì L, ÿâëÿþùèìñÿ

ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, íàçûâàþò ñõåìó T = Spec (L[Zn])G òàêóþ, ÷òî ãðóïïà
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Ãàëóà G = Gal(L/k) äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî íà àëãåáðå Õîïôà L[Zn]. Êàê âèä-

íî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, êàòåãîðèÿ L-ðàçëîæèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ k-òîðîâ è

êàòåãîðèÿ G-ìîäóëåé êîíå÷íîãî Z-ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ (ðåøåòîê Ãàëóà) äâîé-

ñòâåííû. Ïðè ýòîì êàæäîìó òîðó T ñîîòâåòñòâóåò åãî G-ìîäóëü õàðàêòåðîâ T̂ .

Â óñëîâèÿõ äàííûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ òîðà T ïîëå k òàêæå íàçûâàþò îñíîâíûì

ïîëåì, à L � ïîëåì ðàçëîæåíèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ äàííîãî

òîðà ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì; èçâåñòíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçëîæå-

íèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ. Âòîðîé îñíîâíîé

îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � öåëàÿ ìîäåëü X àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T , ïðåäñòàâëÿþ-

ùàÿ ñîáîé òàêóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó íàä Ok � êîëüöîì öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ k,

÷òî X ×Spec Ok Spec k ∼= T .

Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà � äèàãîíàëüíàÿ ãðóïïà (îíà

íàçûâàåòñÿ k-ðàçëîæèìûì òîðîì). Ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè ñòðóêòóðû òèï

òîðîâ � êâàçèðàçëîæèìûå. Îíè îáëàäàþò òåì âàæíåéøèì ñâîéñòâîì (ñì. [15]),

÷òî ïðîèçâîëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ïîäòîð íåêî-

òîðîãî êâàçèðàçëîæèìîãî òîðà. Âî âñåõ èññëåäîâàíèÿõ äàííîé ðàáîòû â êà÷å-

ñòâå ïåðâîãî øàãà ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé êâàçèðàçëîæèìîãî òîðà, à çàòåì

ïåðåíîñèì ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî òîðà èëè îáúÿñíÿåì ïðåïÿò-

ñòâèÿ äëÿ òàêîãî ïåðåíîñà. Â ñèëó îïèñàííîé âûøå äâîéñòâåííîñòè òîðîâ è èõ

ìîäóëåé õàðàêòåðîâ âìåñòî ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ êâàçèðàçëîæèìîãî íàäòîðà äëÿ

èçó÷àåìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ìû ñòðîèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

0→ R̂→ Ŝ → T̂ → 0. Çäåñü T̂ , R̂ è Ŝ � G-ìîäóëè õàðàêòåðîâ àëãåáðàè÷åñêèõ

òîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íàä k è ðàçëîæèìûõ (äèàãîíàëèçèðóåìûõ) íàä L, ïðè÷¼ì

òîð S êâàçèðàçëîæèì íàä k è ïîýòîìó Ŝ � ïåðìóòàöèîííûé G-ìîäóëü.

Äàëåå îïèñûâàþòñÿ êîíñòðóêöèè îñíîâíûõ öåëûõ ìîäåëåé, íàèáîëåå ÷àñòî

èñïîëüçóåìûõ ïðè èññëåäîâàíèè àðèôìåòèêè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ. Ïåðâîé èç

íèõ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü (èçâåñòíàÿ òàêæå êàê êàíîíè÷åñêàÿ ìî-
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äåëü èëè ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî) àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ëîêàëüíûì ïîëåì.

Íàïîìíèì, êàê îíà îïðåäåëÿåòñÿ.

Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé èçâåñòíî, ÷òî k[T ] = L[T̂ ]G, ãäå

L[T̂ ] � ãðóïïîâîå êîëüöî T̂ , k[T ] � êîîðäèíàòíîå êîëüöî T . Ïóñòü [L : k] = n,

rk T̂ = d. Èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà êàê ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé k-

ãðóïïû, äèàãîíàëèçèðóåìîé íàä L, ñëåäóåò èçîìîðôèçì T×Spec kSpec L ∼= Gd
m,L.

Äëÿ îáúåêòîâ, äâîéñòâåííûõ ó÷àñòâóþùèì â ýòîì èçîìîðôèçìå, èìååò ìåñòî

àíàëîãè÷íûé èçîìîðôèçì L[T̂ ] ∼= L⊗L[T̂ ]G ∼=
⊕n

i=1(L[T̂ ]Gωi), ãäå {ωi}� êàêîé-

ëèáî áàçèñ ðàñøèðåíèÿ L/k. Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó

{ωi} ëþáîãî õàðàêòåðà èç T̂ . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ T̂ èìååò

ìåñòî íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå χi =
∑n

j=1 xijωj, i = 1, d, à äëÿ îáðàòíûõ èì � ðàç-

ëîæåíèå χ−1
i =

∑n
j=1 yijωj. Èçâåñòíî (ñì. [22]), ÷òî L[T̂ ]G êàê k-àëãåáðà ïîðîæ-

äåíà íàä k ýëåìåíòàìè xij, yij, ýòî ôîðìàëüíî îáîçíà÷àþò L[T̂ ]G = k[xij, yij].

Ïðè÷¼ì â ñëó÷àå, åñëè ïîëÿ k è L ëîêàëüíûå, áàçèñ {ωi} âñåãäà ìîæíî âû-

áðàòü öåëûì. Òîãäà ìîäåëüþ Âîñêðåñåíñêîãî íàçûâàåòñÿ ñõåìà X = Spec B,

ãäå B = Ok[xij, yij].

Âòîðàÿ èç îñíîâíûõ öåëûõ ìîäåëåé � ìîäåëü Íåðîíà. Íàïîìíèì, ÷òî öåëàÿ

ìîäåëü X òîðà T íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà, åñëè îíà ãëàäêàÿ, ïðèâåä¼ííàÿ

è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîé ãëàäêîé Ok-

ñõåìû Y ëþáîé k-ìîðôèçì uk : Y ×Spec k → X×Spec k åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðîäîëæàåòñÿ äî Ok-ìîðôèçìà u : Y → X.

Îñíîâíûå íåäîñòàòêè ìîäåëè Íåðîíà � äëÿ ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé k-ñõåìû

X, ãäå k � ëîêàëüíîå ïîëå èëè ãëîáàëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, ìîäåëü Íåðî-

íà ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, åñëè X ñîäåðæèò ïîäãðóïïó òèïà Ga, èëè íå èìåòü

êîíå÷íîãî òèïà, åñëè X ñîäåðæèò ïîäãðóïïó òèïà Gm (ñì. [18], ñ. 289).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà òðåáóþò ìíîãèå âîïðîñû àðèôìå-

òèêè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ êàê íàä ëîêàëüíûìè, òàê è íàä ãëîáàëüíûìè ïîëÿ-
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ìè, íî, ê ñîæàëåíèþ, ÿâíîé êîíñòðóêöèè, â îòëè÷èå îò ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî,

ìîäåëü Íåðîíà íå èìååò. Èçâåñòíî ëèøü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ãðóïïî-

âîé ñõåìîé êîíå÷íîãî òèïà äëÿ k-àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è òîëüêî

äëÿ íèõ. Ñëåäóÿ îáùåé ðåêîìåíäàöèè (ñì. [18]), ïîëó÷èòü ìîäåëü Íåðîíà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà ñãëàæèâàíèÿ,

ïðèìåí¼ííîãî ê íåêîòîðîé öåëîé ìîäåëè, êîòîðàÿ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïåðâîãî

øàãà. Èçâåñòíî (ñì. [19]), ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî

øàãà â ýòîì àëãîðèòìå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ëþáàÿ àôôèííàÿ ãðóïïîâàÿ

ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà íàä êîëüöîì öåëûõ Ok, îáëàäàþùàÿ òåì ýêñòðåìàëüíûì

ñâîéñòâîì, ÷òî X(Ok) = U , ãäå U ⊂ T (k) � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû k-òî÷åê òîðà T . Â ÷àñòíîñòè, ïîäõîäÿùèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò

óïîìÿíóòàÿ ðàíåå öåëàÿ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî (ñì. [22]).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà â ÿâíîì âèäå äëÿ k-

àíèçîòðîïíîãî òîðà ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷å: èçó÷èòü îñî-

áåííîñòè ðåäóêöèè ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî èññëåäóåìîãî òîðà è óêàçàòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èõ ðàçðåøåíèÿ è å¼ ðåàëèçàöèþ. Ðàíåå äàííàÿ çàäà÷à áûëà ïî-

ñòàâëåíà è ðåøåíà â ðàáîòå [21] òîëüêî äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (ñåìåéñòâà

íîðìåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëü-

íûì óñëîâèÿì), ìû æå ðåøèëè ýòó çàäà÷ó äëÿ âñåõ äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè â ãëàâå 2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèåé (ñì. [3]) äâóìåðíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ òîðîâ, ìû âûáðàëè èç 13 òèïîâ äâóìåðíûõ òîðîâ 10 àíèçîòðîïíûõ è äëÿ

ïðåäñòàâèòåëÿ êàæäîãî èç íèõ ïîñòðîèëè ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî â ÿâíîì âèäå.

Ñ ó÷¼òîì îáùèõ ñâîéñòâ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè, òàêèõ êàê ýòàëüíàÿ çàìåíà

áàçû è ãëàäêîñòü ìîäåëè â ñëó÷àå íå áîëåå ÷åì ðó÷íîãî âåòâëåíèÿ ïîëÿ ðàçëî-

æåíèÿ L íàä îñíîâíûì ïîëåì k, ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà L âïîëíå è

äèêî ðàçâåòâëåíî íàä k, à ïîëå âû÷åòîâ èìååò õàðàêòåðèñòèêó 2 èëè 3. Âî âñåõ
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ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ðåäóêöèÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè îêàçàëàñü íåïðè-

âåä¼ííîé ãðóïïîâîé ñõåìîé, îñîáåííîñòè â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñ ó÷¼òîì

êðàòíîñòè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1 (òîðû òåõ òèïîâ, íîìåðà êîòîðûõ îòñóòñòâóþò

â òàáëèöå, íå ÿâëÿþòñÿ k-àíèçîòðîïíûìè).

Ïðè ðàçðåøåíèè îñîáåííîñòåé ñ ïîìîùüþ äèëàòàöèè íà êàæäîì øàãå ìû

ïðîâåðÿëè ãëàäêîñòü ïîëó÷åííîé ãðóïïîâîé ñõåìû. Âû÷èñëÿÿ íà êàæäîì øàãå

äåôåêò ãëàäêîñòè, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷àëè åãî íóëåâîå çíà÷åíèå,

÷òî îçíà÷àëî ãëàäêîñòü öåëîé ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå ìû äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïî-

ñòðîèëè àôôèííóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó íàä êîëüöîì öåëûõ îñíîâíîãî ïîëÿ k, êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà. Ýòî

è åñòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2.

Íîìåð òèïà òîðà [L : k] char rk = 2 char rk = 3

3 2 µ2 �

5 3 � µ3

6 4 µ2, α2 �

7 4 µ2, µ2 �

8 4 µ2, α2 �

9 6 α2, α2 α3

10 6 α2, α2 α3

11 6 � µ3

12 8 µ2, α2 �

13 12 α2, α2 α3

Òàáëèöà 1. Îñîáåííîñòè äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà àëãåáðàè÷åñêèõ

òîðîâ íàä ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà k � ãëîáàëüíîå ïîëå

õàðàêòåðèñòèêè 0, èçâåñòåí (ñì. [18]) ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: öåëàÿ ìîäåëü X

àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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êàæäàÿ ìîäåëü X × Spec Ok℘ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà òîðà T℘ = T × Spec k℘

(çäåñü ℘ / Ok � ïðîñòîé èäåàë, k℘ � ïîïîëíåíèå k ïî ℘-àäè÷åñêîìó ïîêàçàòåëþ,

Ok℘ � êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ k℘). Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìîäåëü Íåðîíà

òîðà T êîñâåííûì ñïîñîáîì: åñëè âçÿòü òàêóþ ìîäåëü X
′
ýòîãî òîðà, ÷òî äëÿ å¼

ñëî¼â X
′ × Spec Ok℘ èçâåñòåí ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà, òî ìîäåëü

Íåðîíà X òîðà T ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ê ìîäåëè X
′
âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ,

êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé Íåðîíà å¼ ëîêàëüíûõ ñëî¼â.

Òàêàÿ ìîäåëü èçâåñòíà, ýòî òàê íàçûâàåìàÿ êàíîíè÷åñêàÿ öåëàÿ ìîäåëü (ñì.

[4]). Íàïîìíèì å¼ îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Äëÿ êàæ-

äîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ / Ok ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîïîëíåíèå ïîëÿ k ïî ñîîòâåò-

ñòâóþùåìó ℘-àäè÷åñêîìó ïîêàçàòåëþ, îíî áóäåò ëîêàëüíûì ïîëåì (îáîçíà÷èì

åãî k℘). Òîãäà äëÿ êàæäîãî òîðà T℘ = T × Spec k℘ îïðåäåëåíà ðàíåå îïèñàííàÿ

êîíñòðóêöèÿ ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî íàä ëîêàëüíûì ïîëåì. Ïóñòü B℘ � òàêàÿ

àëãåáðà Õîïôà, ÷òî X℘ = Spec B℘ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî.

Îïðåäåëåíèå 1. Â óñëîâèÿõ îáîçíà÷åíèé âûøå ñõåìà âèäà X = Spec C, ãäå

C =
⋂

℘ / Ok

C℘, C℘ = B℘

⋂
k[T ], íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëüþ òîðà T .

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ÿâíîãî çàäàíèÿ.

Ýòîãî íåäîñòàòêà íå èìååò äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ìîäåëü � ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìî-

äåëü (ñì. [5]). Íàïîìíèì å¼ îïðåäåëåíèå (òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî áëàãî-

äàðÿ ðåçóëüòàòó Ì. Â. Áîíäàðêî [17]).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëüþ òîðà T íàçûâàåòñÿ Ok-ñõåìà

âèäà X
′
= Spec Ok[xij, yij], ãäå xij, yij � êîîðäèíàòû (êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè)

ïðè ðàçëîæåíèè áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ ìîäóëÿ T̂ è îáðàòíûõ èì ïî öåëîìó áàçè-

ñó ðàñøèðåíèÿ L/k, ãäå L � òàêîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ T , ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò

öåëûé áàçèñ íàä k.

Íåäîñòàòêîì ýòîé ìîäåëè áûëà íåèçó÷åííîñòü ñâîéñòâ å¼ ëîêàëüíûõ ñëî¼â:

åñëè äëÿ êàíîíè÷åñêîé ìîäåëèX òîðà T ïî îïðåäåëåíèþ ñëîèX℘ ïðåäñòàâëÿþò
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ñîáîé ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî òîðîâ T℘, íî ïðè ýòîì íåèçâåñòíî ÿâíîå çàäàíèå

ñàìîé X, òî äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè X
′
òîðà T ïî îïðåäåëåíèþ èçâåñòíî ÿâíîå

çàäàíèå, íî å¼ ñëîè X
′

℘ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå öåëûå ìîäåëè òîðîâ T℘,

èç çàäàíèÿ êîòîðûõ íå ñëåäóåò, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ ìîäåëÿìè Âîñêðåñåíñêîãî

ýòèõ òîðîâ. ×òîáû èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè

Íåðîíà, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî å¼ ëîêàëüíûå ñëîè óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäè-

ìûì äëÿ ýòîãî ñâîéñòâàì. Êðîìå òîãî, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ

ñòàíäàðòíàÿ è êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëè ñîâïàäàþò, à â êàêèõ ðàçëè÷íû. Èìåííî

ýòè âîïðîñû ðåøàþòñÿ â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû ñëåäóþùèå. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì

âñåãî íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ñòàíäàðòíîé è êàíî-

íè÷åñêîé ìîäåëåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X è X
′
� ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè÷åñêàÿ è ñòàíäàðòíàÿ

öåëûå ìîäåëè òîðà T , îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k. Òîãäà

X = X
′
.

Òàêæå â äàííîé ãëàâå áûëè äîêàçàíû ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, íåîáõî-

äèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå ìîäåëè Íåðîíà è ñàìîé ñòàíäàðòíîé öåëîé

ìîäåëè. Ðåçóëüòàò çàêëþ÷¼í â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S, T � àëãåáðàè÷åñêèå òîðû òàêèå, ÷òî îíè îáà îïðåäåëå-

íû íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k è èìåþò ïîëå ðàçëîæåíèÿ L. Ïóñòü G =

Gal (L/k), Ŝ è T̂ � ìîäóëè õàðàêòåðîâ ñîîòâåòñòâåííî S è T , XS = Spec A(Ŝ)

è XT = Spec A(T̂ ) � ñòàíäàðòíûå öåëûå ìîäåëè S è T . Íàêîíåö, ïóñòü îïðå-

äåë¼í G-ýïèìîðôèçì G-ìîäóëåé õàðàêòåðîâ β : Ŝ → T̂ . Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Ïóñòü k℘ � ïîïîëíåíèå ïîëÿ k ïî ïðîñòîìó èäåàëó ℘, Ok℘ � åãî êîëüöî

öåëûõ. Ïóñòü X℘ � ñëîé ñõåìû XT íàä êîëüöîì Ok℘. Ïóñòü àëãåáðà Õîïôà

A(T̂ ) èìååò âèä A(T̂ ) = Ok[xij, yij]. Òîãäà ãðóïïà Ok℘-òî÷åê X℘(Ok℘) ñõåìû
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X℘ = Spec Ok℘[xij, yij] ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé U

ãðóïïû k℘-òî÷åê T℘(k℘) òîðà T℘ = T ×Spec k Spec k℘.

2) Àëãåáðà Õîïôà A(T̂ ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê A(Ŝ)/I, ãäå I = A(Ŝ) ∩

Ker βk, βk : k[S]→ k[T ] � ìîðôèçì êîëåö ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé, èíäóöèðîâàí-

íûé β. Èäåàë I ïðè ýòîì èìååò âèä I = A(Ŝ) ∩ J , ãäå J � èäåàë â àëãåáðå

Õîïôà k[S], ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè (xij − cj), ãäå cj ∈ Ok � êîýôôèöèåíòû

ïðè ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà 1L ïî öåëîìó áàçèñó L/k, i = 1,m, j = 1, n, I ≡ J ïî

ìîäóëþ π-êðó÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ

ìîäåëü íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë êàê ïåðâûé øàã ïðè ïîñòðîåíèè ìîäå-

ëè Íåðîíà. Íî, êàê è â ãëàâå 2, â òàêîì ñëó÷àå âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëè Íåðîíà â ÿâíîì âèäå â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå ñåðèé

àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû âûáðàëè ìàêñèìàëüíûå àë-

ãåáðàè÷åñêèå òîðû áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ. Äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû

êîðíåé Bn áûëà ïîñòðîåíà ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü è èçó÷åíû å¼ îñîáåííîñòè.

Ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóï-

ïå, îïðåäåë¼ííûé íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k, ñ ãðóïïîé Ãàëóà âèäà

W (Bn). Òîãäà T = RL2/k(R
(1)
L1/L2

(Gm)), ãäå k ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂ L, [L2 : k] = n,

[L1 : L2] = 2. Åñëè ℘ - (2), òî ñëîè X
′

℘ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè X
′
òîðà T ãëàäêèå,

åñëè ℘ | (2), òî ðåäóêöèè ñëî¼â X
′

℘ èìåþò åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü âèäà µ2.

Çàòåì áûëî îïèñàíî ñãëàæèâàíèå íàéäåííûõ îñîáåííîñòåé è ïîëíîñòüþ îïè-

ñàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü ÿâíîå çàäà-

íèå ìîäåëè Íåðîíà òîðà T .

Äëÿ ñëó÷àÿ An áûëà ïîñòðîåíà ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü è ÷àñòè÷íî îïè-

ñàíû å¼ îñîáåííîñòè, ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé
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ãðóïïå, îïðåäåë¼ííûé íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k, ñ ãðóïïîé Ãàëóà âè-

äà W (An). Ïóñòü X
′
� ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü òîðà T , X

′

℘ � å¼ ñëîè íàä

ïîïîëíåíèÿìè ïîëÿ k ïî ïðîñòûì èäåàëàì ℘. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

1) Ïðè n = 1 ñëîè X
′

℘ ãëàäêèå, åñëè ℘ - (2), è èõ ðåäóêöèÿ èìååò åäèíñòâåí-

íóþ îñîáåííîñòü âèäà µ2, åñëè ℘ | (2);

2) Ïðè n = 2 ñëîè X
′

℘ ãëàäêèå, åñëè ℘ - (2), ℘ - (3), è èõ ðåäóêöèÿ èìååò äâå

îñîáåííîñòè âèäà α2, åñëè ℘ | (2), èëè îäíó îñîáåííîñòü âèäà α3, åñëè ℘ | (3);

3) Ïðè n > 3 ðåäóêöèÿ ñëî¼â X
′

℘ íå èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îñîáåííîñòåé

äëÿ ëþáûõ ℘;

4) Ïðè n > 3 ðåäóêöèÿ ñëî¼â X
′

℘ íå èìååò óíèïîòåíòíûõ îñîáåííîñòåé, åñëè

℘ - (n+ 1).
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Ãëàâà 1. Öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ

1.1. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, íàñòîÿùàÿ ãëàâà íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð. Âíà÷àëå

íàïîìíèì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ îá àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Â äàííîé ðàáî-

òå èññëåäóþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ãðóïï, îïðåäåëåííûõ íàä íåçàìêíóòûì ïîëåì k. Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíàÿ àë-

ãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G, îïðåäåë¼ííàÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûì ïîëåì k

è èçîìîðôíàÿ íàä åãî àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì k̄ ãðóïïå G0, îïðåäåë¼ííîé

íàä k̄ (òî åñòü G⊗k k̄ ∼= G0), íàçûâàåòñÿ k-ôîðìîé ãðóïïû G0. Ïðîñòåéøèé ïðè-

ìåð àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï � ýòî äèàãîíàëüíàÿ ãðóïïà D(n). Ëþáàÿ å¼ k-ôîðìà

íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì òîðîì, è èìåííî àëãåáðàè÷åñêèå òîðû ÿâëÿþòñÿ îñ-

íîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Íàä k̄ âñÿêèé àëãåáðàè÷åñêèé

òîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàãîíàëüíóþ ãðóïïó D(n), îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííóþ

ðàçìåðíîñòüþ òîðà. Êàê ìû ïîäðîáíî îáúÿñíèì â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ äàííîé

ãëàâû, ôîðìû T ãðóïïû D(n), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäàíèå

íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä k, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ öåëî÷èñëåí-

íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû Ãàëóà G = Gal(ks/k) â ãðóïïó GL(n,Z), çäåñü

ks � ñåïàðàáåëüíîå çàìûêàíèå ïîëÿ k. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ k-ôîðì

ãðóïïû D(n) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ î÷åíü ñëîæíà. Ïîýòîìó

èññëåäîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, ïîìèìî âîçìîæíûõ àëãåáðàè÷åñêîãî èëè

ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà, òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ïîäõîäà, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðèÿ ñõåì, ðàçðàáîòàííàÿ À. Ãðîòåíäèêîì (ñì. [20]). Â íàñòîÿùåì ïóíêòå îãðà-

íè÷èìñÿ íåáîëüøîé ÷àñòüþ ýòîé îáëàñòè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à èìåí-

íî íåêîòîðûìè ðåçóëüòàòàìè, èçâåñòíûìè îòíîñèòåëüíî àôôèííûõ ãðóïïîâûõ

ñõåì.

Ïóñòü S � ñõåìà, G � ãðóïïîâàÿ S-ñõåìà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ G ïðè

ýòîì îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ìîðôèçìû:
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m : G×S G→ G;

i : G→ G;

e : S → G.

Ýòè ìîðôèçìû íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìîðôèçìàìè óìíîæåíèÿ, îáðà-

ùåíèÿ è åäèíèöû, îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñòàíäàðòíûì àêñèîìàì: àññîöè-

àòèâíîñòè, ñâîéñòâàì îáðàòíîãî ýëåìåíòà è åäèíèöû. Òåïåðü, åñëè T � êàêàÿ-

ëèáî ïðîèçâîëüíàÿ S-ñõåìà, òî ìíîæåñòâî G(T ) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ãðóïïîé, à G

� ôóíêòîðîì T → G(T ). Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ S-ñõåìó G ìîæíî âîññòà-

íîâèòü îäíîçíà÷íî, èìåÿ òîëüêî ãðóïïóG(T ). ÏóñòüR� êîììóòàòèâíîå êîëüöî

ñ åäèíèöåé, è ïóñòü ñ ýòîãî ìîìåíòà S = Spec R. Òîãäà àôôèííîé S-ãðóïïîé

(èëè R-ãðóïïîé) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ãðóïïîâàÿ S-ñõåìà G, ÷òî G = Spec A, ãäå

A � íåêîòîðàÿ R-àëãåáðà. Ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà àôôèííîé R-ãðóïïû G ìîæåò

áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ êîëüöà A. Ïðè ýòîì ìîðôèçìàì m, i, e ñîîòâåòñòâóþò

äâîéñòâåííûå èì ìîðôèçìû R-àëãåáð:

m∗ : A→ A⊗R A (êîóìíîæåíèå);

i∗ : A→ A (êîîáðàùåíèå);

e∗ : A→ R (êîåäèíèöà).

Îíè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì, ïîëó÷àåìûì ïî äâîéñòâåííîñòè èç àêñèîì

óìíîæåíèÿ äëÿ G. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ îïåðàöèé m∗, i∗, e∗

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå àêñèîìû êîãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìàÿ àëãåáðà

A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà. Âîïðîñû êëàññèôèêàöèè àôôèííûõ R-ãðóïï è

R-àëãåáð Õîïôà ðàâíîñèëüíû.

Çàìåòèì, ÷òî R-àëãåáðà A ìîæåò èìåòü íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå îñîáåííî-

ñòè, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò íå áûòü îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè èëè ìîæåò ñîäåðæàòü

íèëüïîòåíòû. Ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû ïîäðàçóìåâàåò îòñóòñòâèå òàêèõ

îñîáåííîñòåé, õîòÿ â ðàáîòå ìû áóäåì âûíóæäåíû èñïîëüçîâàòü àëãåáðû Õîïôà

ñ íèëüïîòåíòàìè.
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Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ áàçîâûõ àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ãðóïï, êîòîðûå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â äàííîé ðàáîòå.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü Gm � êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð íà êàòåãîðèè êîììóòà-

òèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì Gm(B) = B×, ãäå B× �

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà B. Ôóíêòîð Gm ïðåä-

ñòàâèì àôôèííîé ñõåìîé Spec Z[T, T−1], ãäå Z[T, T−1] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

îò ïåðåìåííûõ T , T−1, òàê êàê Homring(Z[T, T−1], B) = B×. Â òàêîì ñëó÷àå

êîãðóïïîâûå îïåðàöèè èìåþò âèä m∗(T ) = T ⊗ T , i∗(T ) = T−1, e∗(T ) = 1.

Àôôèííàÿ ãðóïïà Gm íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé è èìååò åñòå-

ñòâåííîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Gm(B) =
{(

b 0
0 b−1

)
| b ∈ B×

}
.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü ôóíêòîð Ga îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì Ga(B) = B, êîòîðîå

êàæäîìó êîëüöó B ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî æå ìíîæåñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå

êàê àääèòèâíàÿ ãðóïïà. Ôóíêòîð Ga ïðåäñòàâèì â âèäå ñõåìû Spec Z[T ], ãäå

Z[T ] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé T . Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáî-

ãî B âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Homring(Z[T ], B) = B, ïîýòîìó Ga = Spec Z[T ]. Íà

Ga ìîæíî çàäàòü ñòðóêòóðó àääèòèâíîé ãðóïïû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

m = p1 ◦ p2, ãäå p1, p2 � ïðîåêöèè Ga × Ga ñîîòâåòñòâåííî íà ïåðâûé èëè

âòîðîé ìíîæèòåëü. Òîãäà â òåðìèíàõ êîëåö ìîðôèçì äâîéñòâåííûõ îáúåêòîâ

âûãëÿäèò êàê m∗ : Z[T ] → Z[T ] ⊗ Z[T ], ãäå m∗ = p∗1 ◦ p∗2 , p∗1(T ) = T ⊗ 1,

p∗2(T ) = 1 ⊗ T . Ñîãëàñîâàíèå ãðóïïîâîé îïåðàöèè ñ m∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæåíè-

åì â ãðóïïå Ga(Z[T ] ⊗ Z[T ]) = Z[T ] ⊗ Z[T ]. Îòñþäà m∗(T ) = T ⊗ 1 + 1 ⊗ T ,

i∗(T ) = −T , e∗(T ) = 0. Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî ñõåìó

Ga × SpecR îáîçíà÷àþò òàêæå Ga ⊗ R èëè Ga,R. Ãðóïïà Ga,R = Spec R[T ] �

îãðàíè÷åíèå ôóíêòîðà Ga íà êàòåãîðèþ R-àëãåáð. Äëÿ Ga,R ñóùåñòâóåò åñòå-

ñòâåííîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèåGa(B) = {( 1 b
0 1 ) | b ∈ B}. Àôôèííàÿ ãðóïïà

Ga íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð GLn(X), ãäå X � íåêîòîðîå êîëüöî,
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îí ïðåäñòàâèì àôôèííîé ñõåìîé Spec Z[T11, T12, ..., Tnn, D
−1], ãäå D = det(Tij),

êîãðóïïîâûå îïåðàöèè èìåþò âèäm∗(Tij) =
∑n

t=1 Tit⊗Ttj, e∗(Tij) = δij, i
∗(Tij) =

(−1)i+jD−1det(Trs), r 6= i, s 6= j. Àôôèííàÿ ãðóïïà GLn íàçûâàåòñÿ ïîëíîé

ëèíåéíîé ãðóïïîé.

Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü Gm,k = Spec k[T, T−1] � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ k-ãðóïïà.

Îòîáðàæåíèå g 7→ gn îïðåäåëÿåò ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì f : Gm,k → Gm,k. ßä-

ðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð A → µn(A), ãäå µn(A) = {a ∈

A | an = 1}, A � íåêîòîðàÿ k-àëãåáðà. Ïîýòîìó µn,k = Spec k[T ]/(T n − 1). Åñëè

õàðàêòåðèñòèêà p ïîëÿ k íå äåëèò n, òî µn,k � ãëàäêàÿ k-ãðóïïà, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé. Åñëè æå p | n, òî ãðóïïà µn,k íå ÿâëÿåòñÿ

ïðèâåä¼ííîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè (p, n) = 1 è ïîëå k ñîäåðæèò âñå êîðíè n-é

ñòåïåíè èç 1, ãðóïïà µn,k ïîñòîÿííà íàä k.

Îäíà èç îñíîâíûõ öåëåé ýòîé ãëàâû � îïðåäåëèòü îñíîâíîé îáúåêò íàøåãî

èññëåäîâàíèÿ � àëãåáðàè÷åñêèé òîð. Â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíîå ïîëå íå ÿâëÿ-

åòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ïåðåñòà¼ò

áûòü òðèâèàëüíûì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìû äîëæíû âêðàòöå

îñâåòèòü ñëåäóþùèå òåìû.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå àôôèííûå ãðóïïîâûå ñõå-

ìû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè ãðóïïàìè, òàê êàê îáîáùàþò îáû÷íóþ

äèàãîíàëüíóþ ãðóïïó â GL(n, k). Çàòåì ìû îïðåäåëèì õàðàêòåðû ãðóïïîâûõ

ñõåì è ïðîäåìîíñòðèðóåì äâîéñòâåííîñòü ãðóïïû õàðàêòåðîâ è ñàìîé ãðóïïî-

âîé ñõåìû â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîé ãðóïïû. Ýòà äâîéñòâåííîñòü ïîçâîëèò íàì

ïîëó÷èòü òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Äàëåå

ìû ïåðåéä¼ì ê òàê íàçûâàåìûì äèàãîíàëèçèðóåìûì ãðóïïàì, êîðîòêî çàòðî-

íóâ âîïðîñ î ôîðìàõ ãðóïïîâûõ ñõåì è èõ îïèñàíèè. Âñå ýòè ýòàïû ñäåëàþò

îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ïðîçðà÷íûì.

1.2. Äèàãîíàëüíûå ãðóïïû
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Ïóñòü M � êîììóòàòèâíàÿ àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà, Z[M ] � å¼ ãðóïïîâîå êîëü-

öî. Ðàññìîòðèì Z-ñõåìó D(M) = Spec Z[M ]. Åñëè îáîçíà÷èòü R ïðîèçâîëüíîå

êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî äëÿ ãðóïïû òî÷åê D(M)(R) ïî îïðåäåëå-

íèþ ãðóïïîâîãî êîëüöà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

D(M)(R) = Homring(Z[M ], R) = Homgr(M,R×).

Î÷åâèäíî, ÷òî D(M)(R) îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû, ïðè-

÷¼ì ôóíêòîðèàëüíîé ïî R. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà D(M) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâ-

íîé ãðóïïîâîé ñõåìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà D(M) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé

ãðóïïîé. Ãðóïïîâûå îïåðàöèè â D(M) â ôîðìóëèðîâêå äëÿ àëãåáðû Õîïôà

Z[M ] áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

m∗(g) = g ⊗ g, e∗(g) = 1, i∗ = g−1, ∀ g ∈M .

Ïóñòü f : M → N � ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï, òîãäà îí ìîæåò áûòü

ïðîäîëæåí äî ãîìîìîðôèçìà êîììóòàòèâíûõ êîëåö f : Z[M ] → Z[N ], êîòî-

ðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì ñõåì D(f) : D(N)→

D(M). Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå M → D(M) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíòðàâàðèàíò-

íûé ôóíêòîð, äåéñòâóþùèé èç êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï â êàòåãîðèþ àôôèí-

íûõ ãðóïïîâûõ ñõåì. Î÷åâèäíî, ÷òî D(M ×N) = D(M)×D(N).

Ïðèìåð 1.5. Ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå â ïðèìåðå 1.1 ãðóïïà Gm ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì äèàãîíàëüíîé ãðóïïû, òàê êàê Gm = D(Z), ãäå ãðóïïà Z ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì t. Åñëè

M ∼= Zn, òî D(M) = D(Zn) = Gn
m.

1.3. Õàðàêòåðû ãðóïïîâûõ ñõåì

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïîâàÿ S-ñõåìà, ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ

ãðóïïó Ĝ(S) = HomS−gr(GS, Gm,S). Ãðóïïà òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé

S-õàðàêòåðîâ ãðóïïû G. Äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà u : T → S ñóùåñòâóåò ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ĝ(u) : Ĝ(S)→ Ĝ(T ). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çà-

äàòü êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð Ĝ, äåéñòâóþùèé èç êàòåãîðèè ãðóïïîâûõ ñõåì
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â êàòåãîðèþ êîììóòàòèâíûõ àáñòðàêòíûõ ãðóïï. Åñëè f : G1 → G2 � ãîìîìîð-

ôèçì ãðóïïîâûõ ñõåì, åìó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ë¼ííûé ãîìîìîðôèçì êîììóòàòèâíûõ àáñòðàêòíûõ ãðóïï f̂ : Ĝ2(S) → Ĝ1(S).

Ïðè÷¼ì (Ĝ1 ×G2)(S) = Ĝ1(S)× Ĝ2(S).

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü D(M) � äèàãîíàëüíàÿ ãðóïïà, S � àôôèííàÿ ñõåìà,

S = Spec R, ãäå R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, u ∈ D̂(M)(S), ãäå D̂(M)(S) � ãðóï-

ïà S-õàðàêòåðîâ D(M). Òî åñòü u : DR(M)→ Gm,R � ãîìîìîðôèçì ãðóïïîâûõ

ñõåì. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðôèçì R-àëãåáð u∗ : R[t, t−1] →

R[M ]. Ïóñòü m∗, i∗, e∗ � îïåðàòîðû Õîïôà àëãåáðû R[t, t−1], à m∗1, i
∗
1, e

∗
1 �

îïåðàòîðû Õîïôà àëãåáðû R[M ]. Ãîìîìîðôèçì u∗ àëãåáð Õîïôà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì u∗(t) =
∑
rgg, rg ∈ R. Â ñèëó ðàâåíñòâà m∗1(u

∗(t)) =

(u∗, u∗)(m∗(t)) ïîëó÷àåì, ÷òî
∑
rgg⊗ g =

∑
rgrhg⊗h, îòêóäà r2

g = rg, rgrh = 0,

åñëè g 6= h. Â ñèëó öåëîñòíîñòè êîëüöà R ïîëó÷àåì, ÷òî u∗(t) = g, g ∈M . Âåð-

íî è îáðàòíîå, òî åñòü ëþáîé ãîìîìîðôèçì R-àëãåáð Õîïôà R[t, t−1] → R[M ]

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì u∗(t) = g, g ∈ M . Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå

t 7→ g, g ∈ M ïî äâîéñòâåííîñòè îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïîâûõ ñõåì

DR(M) → Gm,R è óñòàíîâëåíî áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè

D̂(M)(S) è MZ(S), ãäå MZ � ïîñòîÿííàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà. Óêàçàííîå ñîîòâåò-

ñòâèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì èçîìîðôèçìîì. Èçâåñòíî (ñì. [25]), ÷òî

àíàëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ îòíîñèòåëüíîãî ñëó÷àÿ, òî åñòü äëÿ

ñëó÷àÿ DS(M), ãäå S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà.

1.4. Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

Ïóñòü A è B � êîììóòàòèâíûå êîëüöà ñ åäèíèöàìè òàêèå, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ A-

àëãåáðîé è ϕ : A→ B � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Íàïîìíèì, ÷òî ïëîñêèì

íàçûâàåòñÿ òàêîé A-ìîäóëü M , äëÿ êîòîðîãî ôóíêòîð FM : N → N ⊗A M

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì íà êàòåãîðèè A-ìîäóëåé. B êàê A-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî

ïëîñêîé, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:
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1) ϕ � âëîæåíèå è A-ìîäóëü B/ϕ(A) ïëîñêèé;

2) A-ìîäóëü B ïëîñêèé è îòîáðàæåíèå ϕ∗ : Spec B → Spec A ñþðúåêòèâíî.

Ìîðôèçì Spec B → Spec A íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïëîñêèì, åñëè A-àëãåáðà B

ñòðîãî ïëîñêàÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àôôèííûõ S-ãðóïï, ãäå S = Spec R,

âèäà 1 → G
′ α−→ G

β−→ G
′′ → 1 íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè ãîìîìîðôèçì α åñòü

çàìêíóòîå âëîæåíèå, îòîæäåñòâëÿþùåå G
′
ñ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà β, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïëîñêèì ãîìîìîðôèçìîì.

Ãðóïïó G
′′
íàçûâàþò ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå G

′
è îáîçíà-

÷àþò G/G
′
. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ôàêòîðà âåñüìà ñëîæåí, ïðèâåä¼ì òîëüêî

÷àñòü ðàññóæäåíèÿ, êàñàþùóþñÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñïåöèàëüíîãî òèïà (ðå-

çóëüòàòû äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ òàêæå èçâåñòíû, ñì. [20]). Ïóñòü k � ïîëå,

ks � åãî ñåïàðàáåëüíîå çàìûêàíèå, k̄ � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k, L

� íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Óñëîâèìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé k-ñõåìû X ñõåìà

X ×Spec k Spec L ìîæåò îáîçíà÷àòüñÿ òàêæå XL èëè X ⊗k L.

Áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà òàêóþ ãðóïïîâóþ k-ñõåìó

G, äëÿ êîòîðîé ãðóïïà G ⊗k k̄ äèàãîíàëèçèðóåìà è èìååò êîíå÷íûé òèï. Ýòè

óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ñóùåñòâóåò àáåëåâà ãðóïïà M ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îá-

ðàçóþùèõ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G ⊗k k̄ ∼= Dk̄(M) = Spec (k̄[M ]). Â

ýòîì ñëó÷àå (ñì. ïðèìåð 1.6) ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ Ĝ(k) = D̂(M)(k̄)

ãðóïïû Dk̄(M) èçîìîðôíàM (óñëîâèìñÿ, ÷òî â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè

àëãåáðàè÷åñêèõ k-ãðóïï îáîçíà÷åíèå Ĝ(k) ìîæåò òàêæå ñîêðàùàòüñÿ äî Ĝ). Òî-

ãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü G åñòü k-ãðóïïà. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå G→ Ĝ îïðåäåëÿ-

åò îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó êàòåãîðèåé k-ãðóïï ìóëüòèïëèêàòèâíîãî

òèïà è êàòåãîðèåé íåïðåðûâíûõ G-ìîäóëåé êîíå÷íîãî òèïà, ãäå G = Gal(ks/k).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ k-ãðóïï ìóëüòèïëèêàòèâ-
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íîãî òèïà 1 → G
′ → G → G

′′ → 1 áûëà òî÷íîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû äâîéñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G-ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ

0→ Ĝ
′′ → Ĝ→ Ĝ

′ → 0 áûëà òî÷íîé.

Ïðèìåð 1.7. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ôàêòîðãðóïïû â êàòåãîðèè äèàãîíà-

ëèçèðóåìûõ R-ãðóïï. Äâîéñòâåííûì ìîðôèçìîì äëÿ ìîíîìîðôèçìà R-ãðóïï

u∗ : DR(N) → DR(M) áóäåò ýïèìîðôèçì âèäà u : M → N . Ïóñòü H = Ker u,

ïîëó÷àåì DR(M)/DR(N) = DR(H).

1.5. Ôîðìû è îäíîìåðíûå êîãîìîëîãèè

Â äàííîì ïóíêòå ìû íàïîìíèì êîãîìîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå âñåõ ôîðì àë-

ãåáðàè÷åñêîé ñõåìû X, ïîäðîáíî èçó÷åííîå â êíèãå [4], ïðè ýòîì ñëåäóþùèé

ïóíêò áóäåò ïîñâÿù¼í ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ãðóïïîâûõ ñõåì.

Ïóñòü L � ðàñøèðåíèå Ãàëóà ïîëÿ k, Π � åãî ãðóïïà Ãàëóà. Ãðóïïà Π äåé-

ñòâóåò íà ñõåìå X⊗kL ÷åðåç âòîðîé ìíîæèòåëü, òî åñòü σ 7→ 1⊗σ. Çäåñü 1⊗σ :

XL → XL, òî åñòü äàííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ k-àâòîìîðôèçìîì ñõåìû XL, ñî-

îòâåòñòâåííî, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå Π íà L-ìîðôèçìàõ

âèäà ϕ : XL → YL, ãäå X è Y � k-ñõåìû. Ïóñòü ϕ ∈ MorL(XL, YL). Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç σϕ îïåðàòîð (1 ⊗ σ)ϕ(1 ⊗ σ)−1, î÷åâèäíî, ÷òî σϕ ∈ MorL(XL, YL).

Ñðåäè ìîðôèçìîâ ϕ : XL → YL èìåþòñÿ ìîðôèçìû, ïîëó÷åííûå ïîäíÿòèåì

èç k-ìîðôèçìîâ ψ : X → Y , ýòè ïîäíÿòûå ìîðôèçìû èìåþò âèä ϕ = ψ ⊗ 1,

áóäåì íàçûâàòü èõ ìîðôèçìàìè, îïðåäåë¼ííûìè íàä ïîëåì k. Óñëîâèìñÿ, ÷òî

òàêîé ìîðôèçì ϕ ìîæíî òàêæå îáîçíà÷àòü ψ, à ñõåìó X(Spec A), ãäå A �

ïðîèçâîëüíàÿ k-àëãåáðà, ìîæíî òàêæå îáîçíà÷àòü X(A).

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ïóñòü ϕ ∈ MorL(XL, YL). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

1) óñëîâèå ∀σ ∈ Π σϕ = ϕ ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó ϕ = ψ ⊗ 1, ψ : X → Y ;

2) σϕ ∈ MorL(XL, YL);

3) åñëè ξ ∈ MorL(XL, YL), òî σ(ϕξ) = (σξ)(σϕ);
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4) X(L⊗ A)Π = X(A).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü F � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, X � k-ñõåìà. k-ñõåìà

Y íàçûâàåòñÿ F/k-ôîðìîé ñõåìû X, åñëè ìîæíî çàäàòü èçîìîðôèçì F -ñõåì

X ⊗k F ∼= Y ⊗k F . Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé F = k̄, ñõåìó Y íàçûâàþò

ïðîñòî k-ôîðìîé.

Ïóñòü L/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà, Π � åãî ãðóïïà Ãàëóà. Îáîçíà÷èì

F(L/k,X) ìíîæåñòâî âñåõ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) L/k-ôîðì k-ñõåìûX.

Ïîñêîëüêó åñëè ϕ � èçîìîðôèçì òàêèõ ñõåì, òî è σϕ � òàêæå èõ èçîìîðôèçì,

òî aσ = ϕ−1(σϕ) áóäåò àâòîìîðôèçìîì ñõåìû XL. Ôóíêöèÿ σ 7→ aσ, îïðåäå-

ë¼ííàÿ íà ãðóïïå Π è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â ãðóïïå AutL(X), óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì aσr = aσ(σar) äëÿ âñåõ σ, r ∈ Π. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ 1-

êîöèêëàìè, ìíîæåñòâî âñåõ 1-êîöèêëîâ îáîçíà÷àþò Z1(L/k,AutL(X)). Êîöèê-

ëû aσ è a
′

σ íàçûâàþò êîãîìîëîãè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ AutL(X)

òàêîé, ÷òî a
′

σ = b−1aσ(σb). Êîãîìîëîãè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-

íîñòè íà ìíîæåñòâå Z1, ìíîæåñòâî êëàññîâ òàêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò

ìíîæåñòâîì îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé ãðóïïû Π ñî çíà÷åíèÿìè â AutL(X) è

îáîçíà÷àþò H1(Π,AutL(X)) èëè H1(L/k,AutL(X)).

Åñëè AutL(X) � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, òî è H1(Π,AutL(X)) ÿâëÿåòñÿ êîì-

ìóòàòèâíîé ãðóïïîé, â îáùåì æå ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî, â êà÷åñòâå ñòðóêòóðû

íà êîòîðîì ìîæíî âûäåëèòü òîëüêî îäíó îòìå÷åííóþ òî÷êó � êëàññ êîöèêëà

b−1(σb). Ïóñòü Y è Z � äâå L/k-ôîðìû ñõåìû X, aσ è a
′

σ � ñîîòâåòñòâóþùèå

êîöèêëû. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, èçîìîðôíîñòü Y è Z ðàâíî-

ñèëüíà êîãîìîëîãè÷íîñòè êîöèêëîâ aσ è a
′

σ. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî êàíî-

íè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Φ : F(L/k,X)→ H1(L/k,AutL(X)). Ñþðúåêòèâíûì ýòî

îòîáðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé k-ñõåìû X, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ.

Ëîêàëüíî çàìêíóòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pnk íàçû-

âàþòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûìè.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü X � êâàçèïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k. Òî-

ãäà èìååò ìåñòî áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè èçîìîðôíûõ L/k-

ôîðì ìíîãîîáðàçèÿ X è ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà H1(L/k,AutL(X)).

×åðåçH1(k,Autks(X)) èëèH1(k,Aut(X)) îáîçíà÷àþò lim→H
1(L/k,AutL(X)),

òî åñòü ïðåäåë èíäóêòèâíîé ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé èíúåêòèâíûìè îòîáðàæå-

íèÿìè H1(L/k,AutL(X)) 7→ H1(M/k,AutM(X)), ãäå L/k, M/L � ðàñøèðåíèÿ

Ãàëóà êîíå÷íîé ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, H1(k,Aut(X)) îïèñûâàåò âñå ks/k-

ôîðìû êâàçèïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X.

1.6. Ôîðìû ãðóïïîâûõ ñõåì

Ïóñòü X � ãðóïïîâàÿ ñõåìà, òîãäà (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ êâàçèïðîåêòèâíîãî

ñëó÷àÿ) ìíîæåñòâî H1(L/k,AutL(X)) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îïèñûâàåò

âñå L/k-ôîðìû ãðóïïû X. Ñðåäè L/k-ôîðì ñõåìû X åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-

âàòü òå ôîðìû Y , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ k-ãðóïïàìè, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå

èçîìîðôèçìû ϕ : XL → YL ÿâëÿþòñÿ ãðóïïîâûìè L-èçîìîðôèçìàìè. Òîãäà

êîöèêë aσ = ϕ−1(σϕ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì àâòîìîðôèçìîì L-ãðóïïû XL. Îá-

ðàòíî, åñëè aσ ∈ Autgr(XL) è êîöèêë aσ îïðåäåëÿåò L/k-ôîðìó Y ñõåìû X,

òî íà Y ìîæíî ââåñòè òàêóþ ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó, ÷òî ãðóïïû XL è YL áóäóò

èçîìîðôíûìè.

Â ñëó÷àå ãðóïïû ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà G ãðóïïà Ĝ(k̄) = Ĝ èìååò êîíå÷-

íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ (ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïï ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà), ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ ïîëÿ k ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå L, ÷òî Ĝ(L) =

Ĝ(k̄), à çíà÷èò, G(L) = D(Ĝ). Ïîëÿ L òàêîãî âèäà (âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå ïîëå

íå åäèíñòâåííîå) áóäåì íàçûâàòü ïîëÿìè ðàçëîæåíèÿ k-ãðóïïû G. Äëÿ ãðóïï

ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà ïîëå ðàçëîæåíèÿ âñåãäà ñåïàðàáåëüíî (ñì. [25]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþ-

ùèõ. Âñå k-ôîðìû ãðóïïû Dk(M) ðàñùåïëÿþòñÿ óæå íàä ñåïàðàáåëüíûìè ðàñ-

øèðåíèÿìè k, ïîýòîìó âñå îíè îïèñûâàþòñÿ ìíîæåñòâîì H1(k,Autks(D(M)))

25



ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ L ïî-

ëÿ k ãðóïïà AutL(D(M)) èçîìîðôíà Aut(M), ïîýòîìó H1(k,Autks(D(M))) =

H1(k,Aut(M)) = H1(G,Aut(M)), ãäå G = Gal(ks/k) è äåéñòâèå ãðóïïû G íà

Aut(M) òðèâèàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, H1(G,Aut(M)) ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì

ýêâèâàëåíòíûõ íåïðåðûâíûõ ïðåäñòàâëåíèé òîïîëîãè÷åñêîé êîìïàêòíîé ãðóï-

ïû G â äèñêðåòíóþ ãðóïïó Aut(M). Êàæäîå èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé îïðåäåëÿåò

ñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî G-ìîäóëÿ íà ãðóïïåM . Îáðàòíî, ñòðîåíèå íåïðåðûâíî-

ãî G-ìîäóëÿ íà ãðóïïåM òàêæå îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â Aut(M) ñ

òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Äàëåå, ïóñòüG� k-ãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî

òèïà, îïðåäåëÿåìàÿ ïðåäñòàâëåíèåì h : G → Aut(M). Ìîäóëü (M,h) èçîìîð-

ôåí G-ìîäóëþ Ĝ ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâè-

åì ãðóïïû Ãàëóà G. Îïèøåì ïîñòðîåíèå ãðóïïû G. Ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå

h : G→ Aut(M), èç íåïðåðûâíîñòè h, êîìïàêòíîñòè G è äèñêðåòíîñòè Aut(M)

ñëåäóåò, ÷òî Im h � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü H = Ker h. Ãðóïïîâîå êîëüöî

ks[M ] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê G-ìîäóëü ñ äåéñòâèåì íà M è åñòåñòâåííûì

äåéñòâèåì íà ks. Ïóñòü A = ks[M ]G � àëãåáðà èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà íàä

k, òîãäà G = Spec A è åñòü èñêîìàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà.

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëåé ðàçëîæåíèÿ k-ãðóïïû G íàçûâàþò å¼ ìèíèìàëüíûì

ïîëåì ðàçëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå, êîãäàG� ãðóï-

ïà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà, ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ åñòü ïîëå èíâàðè-

àíòîâ L = ks
H ñ ãðóïïîé Ãàëóà Π = Gal(L/k) ∼= G/H. Êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà

h(G) â ãðóïïå Aut(Ĝ) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ðàçëîæåíèÿ ñõåìû G.

1.7. Àëãåáðàè÷åñêèé òîð

Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå ñðåäñòâà è çàôèêñèðîâàíà íåîáõîäèìàÿ òåðìèíîëîãèÿ

äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü îäèí èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ â äàííîé

ðàáîòå � àëãåáðàè÷åñêèé òîð.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ãðóïïîâàÿ k-ñõåìà T íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì òîðîì,
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åñëè âûïîëíÿåòñÿ èçîìîðôèçì T ⊗k k̄ ∼= Dk̄(Zn) = Gn
m,k̄

.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêèé òîð T åñòü k-ôîðìà äèàãîíàëüíîé ãðóïïû

Dk̄(Zn) ñ G-ìîäóëåì ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ T̂ = Zn. Êàòåãîðèÿ k-òîðîâ äó-

àëüíà êàòåãîðèè G-ìîäóëåé êîíå÷íîãî Z-ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ. Åñëè L � ìèíè-

ìàëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ T , òî T ⊗k L = DL(Zn), ãäå Zn ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê Π-ìîäóëü, Π = Gal(L/k), äåéñòâèå ãðóïïû Π îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíè-

åì h : G → Aut(Zn). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òîãäà àëãåáðà Õîïôà òîðà T èìååò âèä

A = (L[Zn])Π, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå òîðà T êàê àôôèííîé k-

ñõåìû: T = Spec (L[Zn])Π.

Åù¼ îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T ìîæíî ïîëó-

÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ åãî â êà÷åñòâå ñõåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé íåêîòîðûé ôóíêòîð.

Ïóñòü òåïåðü L � ïðîèçâîëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ òîðà T , Π = Gal(L/k). Òîãäà

äëÿ âñÿêîé k-àëãåáðû A èìååì ðàâåíñòâà T (A) = T (AL)Π = Hom(T̂ , A×L)Π =

HomΠ(T̂ , A×L) = (T̂ 0 ⊗ A×L)Π, ãäå T̂ 0 = Hom(T̂ ,Z), AL = L ⊗k A. Êàê ìîæ-

íî ïîíÿòü èç ýòèõ ðàâåíñòâ, àëãåáðàè÷åñêèé òîð åñòü k-ñõåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ

ôóíêòîð A → HomΠ(T̂ , (L ⊗k A)×), ãäå L/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà,

Π = Gal(L/k), T̂ � Π-ìîäóëü áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, A � êîììóòàòèâ-

íàÿ k-àëãåáðà.

1.8. Öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ

Ïóñòü k � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òî åñòü êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, Ok � êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ k, Xk � àëãåáðàè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k. Âîïðîñû àðèôìåòèêè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

òðåáóþò ïðîäîëæåíèÿ ñòðóêòóðû Xk êàê ìíîãîîáðàçèÿ äî S-ñõåìû X, ãäå S �

îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Spec Ok, ïðè÷¼ì Xk = X ×S Spec k (òî åñòü X

ÿâëÿåòñÿ S-ôîðìîé Xk). Ñõåìó X íàçûâàþò S-öåëîé ìîäåëüþ ìíîãîîáðàçèÿ

Xk. Àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà

ìíîãîîáðàçèåXk℘, îïðåäåë¼ííîå íàä ïîëåì k℘ � ℘-àäè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì ïîëÿ
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k, ãäå ℘ / Ok � ïðîñòîé èäåàë, ïðîäîëæàåòñÿ äî ñõåìû X℘, îïðåäåë¼ííîé íàä

S℘ � îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ñïåêòðà êîëüöà Ok℘ öåëûõ ýëåìåíòîâ k℘.

Ïðèìåð 1.8. Â ñëó÷àå, êîãäà Xk � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå êîíå÷íîãî òèïà

íàä k, ïðîñòåéøàÿ öåëàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïóò¼ì òàê íàçûâàåìî-

ãî èçáàâëåíèÿ îò çíàìåíàòåëåé (ñì. [18]). À èìåííî, ïóñòü Xk = Spec Ak, ãäå

Ak = k[t1, ..., tn]/Ik, t1, ..., tn � ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, Ik � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé

êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ f1, ..., fr. Î÷åâèäíî, â êà÷åñòâå ïîðîæäàþ-

ùèõ Ik ìîæíî âûáðàòü òàêæå íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû âèäà f̃i = cifi, ci ∈ k,

f̃i ∈ Ok[t1, ..., tn], i = 1, r (ýòî è åñòü óïîìÿíóòîå èçáàâëåíèå îò çíàìåíàòåëåé).

Òîãäà åñëè îáîçíà÷èòü A = Ok[t1, ..., tn]/I, ãäå I ⊂ Ok[t1, ..., tn] � èäåàë, ïîðîæ-

ä¼ííûé f̃1, ..., f̃r, òî X = Spec A áóäåò Ok-öåëîé ìîäåëüþ ñõåìû Xk, ïðè÷¼ì

òàêæå êîíå÷íîãî òèïà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ öåëûõ ìîäåëåé â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

íàõîæäåíèå èõ ðåäóêöèè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Ðåäóêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â òî÷-

êå ℘ è èìååò äëÿ ñõåìû X âèä X = X×S Spec (Ok/℘), à äëÿ X℘ ñîîòâåòñòâåííî

X℘ = X℘×S℘ Spec (Ok℘/℘) (êàê ìîæíî çàìåòèòü, åñëè X℘ = X ×Spec k Spec Ok℘,

òî ðåäóêöèè X è X℘ ñîâïàäàþò). Íàïîìíèì, ÷òî ñõåìà Xk òàêæå íàçûâàåòñÿ

îáùèì ñëîåì ñõåìû X, à ñõåìà X � ñïåöèàëüíûì ñëîåì X.

Äàëåå äî êîíöà äàííîãî ïóíêòà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k � ïîëå ℘-àäè÷åñêèõ

÷èñåë èëè åãî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå. Â ðàáîòå [6] îïèñàíî ïîñòðîåíèå öåëîé ìî-

äåëè X ãðóïïû G íà îñíîâå òî÷íîãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ : G→ GLk(V ).

Îäèí èç ìåòîäîâ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ � ëèíåàðèçàöèÿ. Åñëè çàäàíî òî÷íîå ëèíåé-

íîå ïðåäñòàâëåíèå k-ãðóïïû G âèäà ϕ : G → GLk(n), îíî îïðåäåëÿåò ýïèìîð-

ôèçì ϕ∗ : k[GL(n)] → k[G] èõ àëãåáð Õîïôà. Àëãåáðà k[GL(n)] èìååò âèä

k[x11, ..., xnn, y
−1], ãäå y = det(xij). Ïðè ýòîì Ok-àëãåáðà Ok[x11, ..., xnn, y

−1]

îïðåäåëÿåò â GLk(n) öåëóþ ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó GLOk(n) è àëãåáðà A =

ϕ∗(Ok[x11, ..., xnn, y
−1]) åñòü G-àëãåáðà Õîïôà â k[G].
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ ãðóïïû îïðåäåëÿ-

åò ãðóïïîâóþ Ok-ôîðìó Gϕ = Spec A ãðóïïû G. Èçâåñòíî (ñì. [6]), ÷òî õîòÿ

ñòðîåíèå k[G] íå çàâèñèò îò âûáîðà ϕ, ñòðîåíèå Gϕ îò íåãî, âîîáùå ãîâîðÿ,

çàâèñèò. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ìîäåëü âñåãäà èìååò

êîíå÷íûé òèï íàä Ok è âñåãäà ìîæíî òàê âûáðàòü òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ, ÷òî-

áû X(Ok) áûëî ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé â ëîêàëüíî êîìïàêòíîé

ãðóïïå G(k), îïðåäåë¼ííîé îäíîçíà÷íî â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîñòè G. Ýòè å¼

ñâîéñòâà áóäóò âàæíû âïîñëåäñòâèè, êîãäà îò öåëîé ìîäåëè áóäåò òðåáîâàòüñÿ

âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

1.9. Öåëàÿ ìîäåëü Íåðîíà àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà

Îäíèì èç äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå òðåáóþòñÿ îò öåëîé ìîäåëè àë-

ãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî ãëàäêîñòè. Îïðåäåëå-

íèå ãëàäêîñòè äëÿ ñõåì íàä êîëüöàìè öåëûõ èìååò ñâîè ñëîæíîñòè. Ìû îãðàíè-

÷èìñÿ ðàññìàòðèâàåìûì â äàííîé ðàáîòå ñëó÷àåì àôôèííîé ãðóïïîâîé ñõåìû,

äëÿ êîòîðîãî ýòî îïðåäåëåíèå ñëåäóþùåå.

Ïóñòü X = Spec R, ãäå R � íåêîòîðàÿ Ok-àëãåáðà, Ok � êîëüöî öåëûõ ïîëÿ

k. Ïóñòü X = SpecR � ðåäóêöèÿ X ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî èäåàëà ℘ / Ok. Çäåñü

R = R⊗Ok rk, rk = Ok/℘. Íàêîíåö, ïóñòü X � ãðóïïîâàÿ ñõåìà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Óñëîâèå ãëàäêîñòè äëÿ ìíîãîîáðàçèÿX îçíà÷àåò, ÷òî åãî

ðåäóêöèÿ X ïî ìîäóëþ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ / Ok ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííîé

ñõåìîé (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äâîéñòâåííàÿ X àëãåáðà Õîïôà R íå ñîäåðæèò

íèëüïîòåíòîâ).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Öåëàÿ ìîäåëü X àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Xk íà-

çûâàåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà, åñëè îíà ãëàäêàÿ, ïðèâåä¼ííàÿ è óäîâëåòâîðÿåò ñëå-

äóþùåìó óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîé ãëàäêîé Ok-ñõåìû Y ëþáîé k-

ìîðôèçì uk : Y × Spec k → X × Spec k åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ

äî Ok-ìîðôèçìà u : Y → X.
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Ìîäåëü Íåðîíà âûäåëÿåòñÿ ñðåäè öåëûõ ìîäåëåé êàê îäíà èç êëàññè÷åñêèõ,

òàê êàê ñâîéñòâî ãëàäêîñòè ó íå¼ ïî îïðåäåëåíèþ âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ. Íåêî-

òîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäåëè Íåðîíà (ñì. [18]), ñóùåñòâåííûå äëÿ íàñ â

äàëüíåéøåì, ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü Xk � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåë¼ííîå íàä

ïîëåì k, X � åãî ìîäåëü Íåðîíà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Êîíñòðóêöèÿ ìîäåëè Íåðîíà ïåðåñòàíîâî÷íà ñ ýòàëüíîé çàìåíîé áàçû, òî

åñòü åñëè S → Ok � ýòàëüíûé ìîðôèçì è K � êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-

öèé S, òî XS = X ×Spec Ok Spec S åñòü ìîäåëü Íåðîíà (îïðåäåë¼ííàÿ íàä S)

ìíîãîîáðàçèÿ XK = Xk ×Spec k Spec K;

2) Åñëè Xk èìååò k-ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó, òî ýòà ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî Ok-ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû íà X;

3) Åñëè Xk = T � àëãåáðàè÷åñêèé òîð, à îñíîâíîå ïîëå k � ãëîáàëüíîå

õàðàêòåðèñòèêè 0 èëè ëîêàëüíîå, òî X ñóùåñòâóåò;

4) Åñëè Xk = T � àíèçîòðîïíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð, òî X èìååò êîíå÷íûé

òèï.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè äëÿ òîðà T âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå T̂Π = {ε}, ãäå Π =

Gal(L/k), ε ∈ T̂ � åäèíè÷íûé õàðàêòåð, T íàçûâàåòñÿ àíèçîòðîïíûì. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èçâåñòíî, ñó-

ùåñòâóåò ëè ìîäåëü Íåðîíà è èìååò ëè îíà êîíå÷íûé òèï. Êàê ìîæíî çàìåòèòü,

îïðåäåëåíèå ìîäåëè Íåðîíà ñàìî ïî ñåáå íå äà¼ò àëãîðèòìà å¼ ïîñòðîåíèÿ, ïî-

ýòîìó ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ çàäà÷ó. Ðåøå-

íèþ ýòîé çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîñâÿùåíà ãëàâà 2 äàííîé

ðàáîòû.

1.10. Ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ëîêàëü-

íûì ïîëåì

Îòìå÷åííûõ íåäîñòàòêîâ ìîäåëè Íåðîíà ëèøåíà åù¼ îäíà øèðîêî èçâåñò-
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íàÿ öåëàÿ ìîäåëü àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà � ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü (îíà æå

êàíîíè÷åñêàÿ öåëàÿ ìîäåëü èëè ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî), îïðåäåëåíèå êîòîðîé

áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî Â.Å. Âîñêðåñåíñêèì â ðàáîòå [25].

Ïóñòü T � àëãåáðàè÷åñêèé òîð, îïðåäåë¼ííûé íàä ëîêàëüíûì ïîëåì k, L

� íåêîòîðîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ T , G = Gal(L/k). Êàê ìû ðàíåå óïîìèíàëè â

ïóíêòå 1.7, êîîðäèíàòíîå êîëüöî k[T ] òîðà T ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì èíâàðèàíòîâ

L[T̂ ]G, ãäå L[T̂ ] � ãðóïïîâîå êîëüöî T̂ , T̂ � ãðóïïà õàðàêòåðîâ T . Èç î÷åâèä-

íîãî èçîìîðôèçìà Gd
m,L
∼= T ⊗k L ñëåäóåò èçîìîðôèçì äâîéñòâåííûõ îáúåêòîâ

L[T̂ ] ∼= L[T̂ ]G ⊗k L. Ïóñòü {ωi}, i = 1, n � íåêîòîðûé áàçèñ L íàä k. Òîãäà

ïðåäûäóùèé èçîìîðôèçì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå L[T̂ ] ∼=
⊕n

i=1(L[T̂ ]Gωi). Òà-

êèì îáðàçîì, ëþáîé õàðàêòåð èç ãðóïïû õàðàêòåðîâ T̂ òîðà T ìîæåò áûòü

îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ðàçëîæåí ïî áàçèñó {ωi}. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áàçèñíûõ õà-

ðàêòåðîâ χj ãðóïïû T̂ è îáðàòíûõ èì χj
−1 èìåþò ìåñòî íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ

χj =
∑n

i=1 xijωi, χj
−1 =

∑n
i=1 yijωi, xij, yij ∈ k[T ] = L[T̂ ]G, j = 1, ..., d. Èçâåñò-

íî (ñì. [22]), ÷òî àëãåáðà k[T ] ïîðîæäåíà íàä k ýëåìåíòàìè xij, yij, ýòîò ôàêò

óñëîâíî îáîçíà÷àþò k[T ] = k[xij, yij], õîòÿ îáðàçóþùèå ýòîé àëãåáðû, âîîáùå

ãîâîðÿ, â ñîâîêóïíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä k. Ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî T ∼= Spec k[T ], ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêæå çàäà¼ò àôôèííóþ

ðåàëèçàöèþ òîðà T . Òàê êàê ïîëå k ëîêàëüíîå, èçâåñòíî, ÷òî áàçèñ {ωi} ìîæ-

íî âûáðàòü öåëûì. Òîãäà ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé Ok-ñõåìà X =

SpecA(T̂ ), ãäå A(T̂ ) = Ok[xij, yij], i = 1, n, j = 1, d, íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé

öåëîé ìîäåëüþ (èëè ìîäåëüþ Âîñêðåñåíñêîãî) àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T .

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü (ñì. [22]), ïîëó÷åííàÿ ñõåìà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

öåëîé ìîäåëüþ T , ïðè÷¼ì å¼ êîíñòðóêöèÿ íå çàâèñèò íè îò âûáîðà öåëîãî áà-

çèñà {ωi} ðàñøèðåíèÿ ïîëåé L/k, íè îò âûáîðà áàçèñà {χj} ãðóïïû õàðàêòåðîâ
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T̂ . Ïðè ýòîì íà àëãåáðå A(T̂ ) çàäàíà òàêæå ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà, ÷òî

îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà ñõåìû X.

Äàëåå ìû â êà÷åñòâå âàæíîãî ïðèìåðà ïîñòðîèì ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü

àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ïðèìåð 1.9. Ïóñòü k ⊂ F ⊂ L � áàøíÿ ïîëåé (ëîêàëüíûõ) òàêàÿ, ÷òî L/k

� ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà G è ïóñòü ïî ñîîòâåòñòâèþ Ãàëóà F = LG1,

ãäå G1 � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà G. Ïóñòü S � êâàçèðàçëîæèìûé òîð ñ îñíîâíûì

ïîëåì k è ïîëåì ðàçëîæåíèÿ L, ïîëó÷åííûé äåéñòâèåì ôóíêòîðà îãðàíè÷åíèÿ

Âåéëÿ ñ ïîëÿ F íà k íà äèàãîíàëüíóþ ãðóïïó Gn
m,F , ãäå n = dim T (íàïîìíèì,

÷òî àëãåáðàè÷åñêèé òîð òàêîãî âèäà îáîçíà÷àþò S = RF/k(Gm), ïîäðîáíî ýòà

êîíñòðóêöèÿ îïèñàíà, íàïðèìåð, â [15]). Èçâåñòíî (ñì. [3]), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ãðóïïà Ŝ îáëàäàåò ïåðìóòàöèîííûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G áàçèñîì (ïóñòü

ýòî áàçèñ χ1, ..., χd), ïðè÷¼ì G1 � ñòàáèëèçàòîð õàðàêòåðà χ1, óñëîâèìñÿ, ÷òî

Ŝ ∼= Z⊗G1
Z[G] = Z[G/G1]. Èç òîãî, ÷òî õàðàêòåðû χ2, ..., χd èìåþò âûðàæåíèå

÷åðåç χ1 âèäà χi = χδi1 , δi ∈ G, ñëåäóåò, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîýôôèöè-

åíòû xij ïðè ðàçëîæåíèè ýòèõ õàðàêòåðîâ ïî áàçèñó L/k ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ

íàä Ok ÷åðåç òàêèå êîýôôèöèåíòû äëÿ χ1, òî æå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ îáðàò-

íûõ èì õàðàêòåðîâ χ−1
i è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ yij. Òàêèì îáðàçîì,

A(T̂ ) = Ok[x11, ..., x1d, y11, ..., y1d]. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [22]), ÷òî

êîýôôèöèåíòû y1j ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {x1j, y
−1},

j = 1, d, ãäå y � íåêîòîðàÿ ôîðìà ñòåïåíè d îò ïåðåìåííûõ x1j (òî÷íåå, íîð-

ìåííûé ìíîãî÷ëåí ðàñøèðåíèÿ F/k). Ïîýòîìó A(T̂ ) = Ok[x11, ..., x1d, y
−1], ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííîìó â óïîìèíàâøåéñÿ ðàíåå ðàáîòå [6].

Åñëè òåïåðü T � ïðîèçâîëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð íàä ïîëåì k, òî (ñì. [3])

T ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â íåêîòîðîì êâàçèðàçëîæèìîì òîðå S = S1×S2×...×Sm,

ãäå Si � êâàçèðàçëîæèìûå òîðû òàêîãî æå âèäà, êàê â ïðèìåðå 1.9. Òîãäà ñëå-

äóþùèé ôàêò ïîçâîëÿåò ÿâíî îïèñàòü êîíñòðóêöèþ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè
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òîðà T .

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü T1, T2 � àëãåáðàè÷åñêèå òîðû, îïðåäåë¼ííûå íàä îä-

íèì è òåì æå ëîêàëüíûì ïîëåì k è èìåþùèå îäíî è òî æå ïîëå ðàçëîæåíèÿ L,

G = Gal(L/k), à T̂1, T̂2 � ñîîòâåòñòâåííî èõ ãðóïïû õàðàêòåðîâ. Ïóñòü òàêæå

ñóùåñòâóåò G-ýïèìîðôèçì ìîäóëåé õàðàêòåðîâ β : T̂1 → T̂2 (èëè, ÷òî ýêâè-

âàëåíòíî, âëîæåíèå ñàìèõ òîðîâ α : T2 → T1). Òîãäà ìîðôèçì β îäíîçíà÷-

íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ìîðôèçìû βL : L[T̂1] → L[T̂2], βk : k[T1] → k[T2] è

βOk : A(T̂1) → A(T̂2), ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå A(T̂2) = A(T̂1)/I, ãäå

I = A(T̂1) ∩Ker βk.

Åù¼ íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ

ñëåäóþùåé òåîðåìîé (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [22]).

Òåîðåìà 1.5. ÏóñòüX = Spec A � ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü òîðà T , îñíîâ-

íîå ïîëå êîòîðîãî k ëîêàëüíîå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Êîíñòðóêöèÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè ïåðåñòàíîâî÷íà ñ ýòàëüíîé çàìå-

íîé áàçû, òî åñòü åñëè S → Ok � ýòàëüíûé ìîðôèçì è K � êîëüöî ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé S, òî XS = X ×Spec Ok Spec S åñòü ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü

(îïðåäåë¼ííàÿ íàä S) òîðà TK = T ×Spec k Spec K;

2) Àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà êîíå÷íîãî òèïà íàä Ok è èíäóöèðóåò

èñõîäíóþ ñòðóêòóðó àëãåáðû Õîïôà íà k[T ];

3) Àëãåáðà A ñòðîãî ïëîñêàÿ íàä Ok;

4) X(Ok) = U , ãäå U � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà T (k).

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) îçíà÷àåò òàêæå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå Ok-ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû íà X è k-ãðóïïîâîé íà T .

Áëàãîäàðÿ âûøåîïèñàííûì ñâîéñòâàì ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü àëãåáðàè-

÷åñêîãî òîðà, êàê è ìîäåëü Íåðîíà, âõîäèò â ÷èñëî êëàññè÷åñêèõ. Îäíàêî, â

îòëè÷èå îò ìîäåëè Íåðîíà, ó ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ

ñâîéñòâî ãëàäêîñòè, ïîýòîìó ñóùåñòâåííî òàêæå òî, ÷òî ïîñòðîåíèå ñòàíäàðò-
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íîé öåëîé ìîäåëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àôôèííîé ðåàëè-

çàöèè ìîäåëè Íåðîíà. Ðàññêàç î ãëàäêîñòè ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè, å¼ ñâÿçè

ñ ìîäåëüþ Íåðîíà è ïîñòðîåíèè ìîäåëè Íåðîíà áóäåò ïðîäîëæåí â ãëàâå 2.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì êîíñòðóêöèþ ñòàíäàðòíîé

öåëîé ìîäåëè, îïðåäåë¼ííóþ äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ k, ìîæíî îáîáùèòü

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîëå k ãëîáàëüíîå õàðàêòåðèñòèêè 0. Öåëàÿ ìîäåëü, ÿâëÿþ-

ùàÿñÿ òàêèì îáîáùåíèåì äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, èçâåñòíà. Î

íåé áóäåò ðàññêàçàíî â ãëàâå 3, â êîòîðîé òàêæå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà íåñêîëüêèõ

âîçìîæíûõ öåëûõ ìîäåëåé àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë, ñâÿçü ìåæäó êîíñòðóêöèåé ýòèõ ìîäåëåé è, íàêîíåö, ïîñòðîåíèå ìîäåëè

Íåðîíà àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà íàä ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë.
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Ãëàâà 2. Ìîäåëè Íåðîíà äâóìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä

ëîêàëüíûìè ïîëÿìè

2.1. Äåôåêò ãëàäêîñòè öåëîé ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â 1 ãëàâå, îïðåäåëåíèå ãëàäêîñòè äëÿ ñõåìû íàä êîëü-

öîì öåëûõ êàêîãî-ëèáî ïîëÿ (è, øèðå, äëÿ ëþáîé R-ñõåìû, ãäå R � äåäåêèíäîâà

îáëàñòü) íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ñòðóê-

òóð, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ñõåìîé. Êàê îáû÷íî â òàêèõ ñëó÷àÿõ, ïîÿâëÿþòñÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíûå îáúåêòû, êîñâåííî õàðàêòåðèçóþùèå èññëåäóåìóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ãëàäêîñòè R-ñõåì òàêèì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ äåôåêò ãëàäêîñòè,

âïåðâûå ïðåäëîæåííûé â [18]. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, êî-

ëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó îòêëîíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû îò ãëàäêîé

ñòðóêòóðû. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äåôåêòà ãëàäêîñòè ïîçâîëÿåò ââåñòè åãî äëÿ

ìàêñèìàëüíî îáùåãî ñëó÷àÿ íå îáÿçàòåëüíî àôôèííîé ñõåìû è òðåáóåò ââåäå-

íèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äîïîëíèòåëüíûõ ïîíÿòèé, íèêàê íå èñïîëüçóþùèõñÿ

â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè. Ïîýòîìó äëÿ öåëåé äàííîé ðàáîòû îãðàíè÷èìñÿ

ýêâèâàëåíòíûì îïèñàíèåì äåôåêòà ãëàäêîñòè â àôôèííîì ñëó÷àå, ââåä¼ííûì

òàêæå â êíèãå [18]. Âíà÷àëå óòî÷íèì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü

äàëåå â äàííîé ãëàâå.

Ïóñòü k � ïîëå (â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñëó÷àÿõ ãëîáàëüíîå õàðàêòåðèñòè-

êè 0 èëè ëîêàëüíîå), R = Ok � åãî êîëüöî öåëûõ, rk � ïîëå âû÷åòîâ êîëüöà R,

X � àôôèííàÿ R-ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà òàêàÿ, ÷òî å¼ îáùèé ñëîé Xk = X ⊗R k

ãëàäêèé íàä k, a � Rsh-çíà÷íàÿ òî÷êà X (ãäå Rsh � ñòðîãàÿ ãåíçåëèçàöèÿ R),

ak è ark � å¼ îáùèé è ñïåöèàëüíûé ñëîè. Òîãäà X ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê

çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà R-ñõåìû Z, ãëàäêîé íàä R è èìåþùåé ïîñòîÿííóþ îòíîñè-

òåëüíóþ ðàçìåðíîñòü n, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå Z ìîæåò âûñòóïèòü âñ¼ àôôèí-

íîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîå âêëàäûâàåòñÿ ñõåìà X. Äàëåå, ïóñòü z1, ..., zn �

êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íà Z, à g1, ..., gm � ôóíêöèè, ïîðîæäàþùèå èäåàë ìíî-
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ãîîáðàçèÿ X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ìàòðèöó ßêîáè âèäà J =
(
δgi
δzj

)
, ãäå i = 1,m,

j = 1, n, à ÷åðåç d� ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿX â òî÷êå ak. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé çíà÷åíèå äåôåêòà

ãëàäêîñòè â òî÷êå a ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå δ(a) = min{ν(a∗∆),∆ ∈ Λ},

ãäå Λ � ìíîæåñòâî (n−d)-ìèíîðîâ ìàòðèöû J , ∆ � ìèíîðû èç ýòîãî ìíîæåñòâà,

a∗∆ � çíà÷åíèå ìèíîðà ∆ â òî÷êå a, ν � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå íà R.

Ïðèâåä¼ì âàæíåéøèå ñâîéñòâà äåôåêòà ãëàäêîñòè, âûðàæàþùèå åãî ñìûñë

è ñâÿçü ñî ñâîéñòâîì ãëàäêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ (áîëåå ïîäðîáíî ñì. â [18]).

Òåîðåìà 2.2. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ñïðàâåäëèâû ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé òî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿ X òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà δ(a) = 0;

2) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà cX ∈ N ∪ {0}, ÷òî δ(a) 6 cX äëÿ âñåõ òî÷åê

a ∈ X(Rsh).

Î òîì, êàê äåôåêò ãëàäêîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè Íåðîíà,

áóäåò ðàññêàçàíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

2.2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ëîêàëü-

íûì ïîëåì

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà áûë âïåðâûå îïèñàí â ðàáîòå [18]. Îí

îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.3. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ïóñòü òàêæå Yrk �

çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà Xrk , ãëàäêàÿ íàä rk è òàêàÿ, ÷òî Yrk ÿâëÿåòñÿ ñõåìíûì

çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà rksh-çíà÷íûõ òî÷åê Xrk , êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ äî Rsh-

çíà÷íûõ òî÷åê X (çäåñü rksh � ïîëå âû÷åòîâ êîëüöà Rsh). Äàëåå, ïóñòü X
′

π → X

� äèëàòàöèÿ Yrk â X. Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ X(Rsh) òàêîé, ÷òî ark ∈ Yrk , îáî-

çíà÷èì ÷åðåç a
′ ∈ X ′

π(Rsh) åäèíñòâåííóþ òî÷êó, ïîëó÷åííóþ ïîäú¼ìîì a. Òîãäà
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äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ X(Rsh), ñïåöèàëèçàöèÿ êîòîðîé ëåæèò â Yrk , âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå δ(a
′
) 6 max{0, δ(a)− 1}.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ïðèìåíåíèå äèëàòàöèè â òî÷êå ñ íåíóëåâûì äåôåê-

òîì ãëàäêîñòè ñíèæàåò çíà÷åíèå äåôåêòà ãëàäêîñòè â ýòîé òî÷êå íå ìåíåå ÷åì

íà 1. Ñ ó÷¼òîì êîíå÷íîñòè ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê â îñîáîì ñëîå ñõåìû (â ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ íàìè ñëó÷àÿõ ïîëå âû÷åòîâ rk êîíå÷íî) è êîíå÷íîñòè çíà÷åíèÿ

äåôåêòà ãëàäêîñòè â êàæäîé èç íèõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîâòî-

ðåíèé ýòîé îïåðàöèè (â ñîâîêóïíîñòè îíè íàçûâàþòñÿ ïðîöåññîì ñãëàæèâàíèÿ)

ìîæíî ïîëó÷èòü ãëàäêóþ ñõåìó, ó êîòîðîé îáùèé ñëîé è ìíîæåñòâî R-òî÷åê òà-

êèå æå, êàê ó èñõîäíîé ñõåìû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � öåëàÿ ìîäåëü íåêîòîðîé

ñõåìû, òî êîíå÷íûé ðåçóëüòàò áóäåò ãëàäêîé öåëîé ìîäåëüþ òîé æå ñõåìû, è

ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåë¼ííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äëÿ X ðåçóëüòàò áóäåò

ìîäåëüþ Íåðîíà (ñì. [18]).

Êàê è â ñëó÷àå ñ îïðåäåëåíèåì äåôåêòà ãëàäêîñòè, â îïèñàííîì âèäå àëãî-

ðèòì íå ïîäõîäèò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé Íåðîíà êîíêðåòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îäíàêî ïîçäíåå â ðàáîòàõ [19] è [22] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àô-

ôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ T (â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà), îïðåäåë¼ííîãî

íàä ëîêàëüíûì ïîëåì K ñ êîëüöîì öåëûõ R, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ñõåìû äëÿ

äàííîãî àëãîðèòìà ìîæåò âûñòóïàòü ëþáàÿ öåëàÿ ìîäåëü X ñõåìû T òàêàÿ,

÷òî ó íå¼ X(Rsh) = U , ãäå U ⊂ T (Ksh) � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû Ksh-òî÷åê ñõåìû T . Â ÷àñòíîñòè, êàê óæå ãîâîðèëîñü â ãëàâå 1, òàêîìó

ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿåò ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî.

Äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî áîëåå ïðîñòîé âèä èìååò è ñàì øàã àëãî-

ðèòìà. Åñëè àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå T âêëàäûâàåòñÿ â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî

Spec k[z1, ..., zn] è çàäà¼òñÿ èäåàëîì I, ïîðîæä¼ííûì ôóíêöèÿìè g1, ..., gm, äè-

ëàòàöèÿ â òî÷êå a = (a1, ..., an) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìåíó ïåðåìåííûõ z
(1)
i =

πzi + ai, ãäå π � îáðàçóþùèé ýëåìåíò åäèíñòâåííîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ / R, ñ
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ïîñëåäóþùèì ñîêðàùåíèåì ïîëó÷åííîãî â íîâûõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ äëÿ

ôóíêöèé gj íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü π.

Â ÷àñòíîñòè, êàê î÷åâèäíî èç ôîðìóëèðîâêè àëãîðèòìà, åñëè ìîäåëü Âîñêðå-

ñåíñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ T ñàìà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, îíà ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ Íåðî-

íà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Áîëåå òîãî, ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè ìîäåëè Âîñêðå-

ñåíñêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà (ñì. [22]), áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèå ãëàäêî-

ñòè äëÿ íå¼ ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàñøèðåíèå L/k

äèêî ðàçâåòâëåíî, òî åñòü char rk | e. Çäåñü k � îñíîâíîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêîãî

òîðà, L � ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ, e � èíäåêñ âåòâëåíèÿ L íàä k, rk �

ïîëå âû÷åòîâ.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷å ïî-

ñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà ïðîèçâîëüíîãî òîðà, îïðåäåë¼ííîãî íàä ëîêàëüíûì ïî-

ëåì, íå ïðîèñõîäèëî. Îäíàêî ìîæíî ïîñòàâèòü áîëåå óçêóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ

ÿâíîãî çàäàíèÿ ìîäåëè Íåðîíà äëÿ íåêîòîðîé ñåðèè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, äëÿ

êîòîðûõ îíà èìååò ñïåöèôè÷åñêèé, íåñëó÷àéíûé âèä. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî

ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [21]

ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëü Íåðîíà íîðìåííîãî òîðà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðàç-

ìåðíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ L/k ðàâíà õàðàêòåðèñòèêå ïî-

ëÿ âû÷åòîâ rk. Â äàííîé ãëàâå íàñòîÿùåé ðàáîòû áóäåò ïîëó÷åíî ÿâíîå çàäàíèå

ìîäåëåé Íåðîíà ñåðèè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè, à èìåííî âñåõ

äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íàä ëîêàëüíûì

ïîëåì, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë èëè åãî êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì.

Ïðè ðàáîòå ñ ìîäåëÿìè Âîñêðåñåíñêîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé Íåðîíà ìû

ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì âïîëíå ðàçâåòâë¼ííûõ ðàñøèðåíèé (òàêæå

íàçûâàåìûõ ÷èñòî ðàçâåòâë¼ííûìè), òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñøè-

ðåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîëåé L/k ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå F , k ⊂ F ⊂ L

òàêîå, ÷òî F/k íåðàçâåòâë¼ííîå, à L/F âïîëíå ðàçâåòâë¼ííîå (ñì. [13]), ïðè÷¼ì
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ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî íàä k (ïî ñâîéñòâó ýòàëüíîé çàìåíû áàçû, äîêàçàííîìó

â [22]) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ìîäåëè íàä F . Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L/k âïîëíå ðàçâåòâë¼ííîå, òî åñòü e = [L : k]. Ýòî ïîçâîëèò

òàêæå èñïîëüçîâàòü òîò èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå âïîëíå ðàçâåòâë¼ííî-

ãî ðàñøèðåíèÿ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí óíèôîðìèçóþùåãî ýëåìåíòà a ïîëÿ L

íàä k ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ýéçåíøòåéíà (ñì. [13]). Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí

xn + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0 íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ýéçåíøòåéíà, åñëè

ν℘(a0) = 1, ν℘(ai) ≥ 1, i = 1, n− 1, ãäå ν℘ � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå â

ïîëå k (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îíî ñîâïàäàåò ñ ℘-àäè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì,

ãäå ℘ / R � åäèíñòâåííûé ïðîñòîé èäåàë).

2.3. Êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òî-

ðîâ

Êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ èçâåñòíà (ñì. [4]). Èç îïðå-

äåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé òîð T îäíîçíà÷íî çà-

äà¼òñÿ ñëåäóþùèìè äàííûìè: ðàñøèðåíèå ïîëåé L/k, ãäå L � ìèíèìàëüíîå

ïîëå ðàçëîæåíèÿ T , è öåëî÷èñëåííîå ïðåäñòàâëåíèå ρ : G → GL(d,Z), ãäå

G = Gal(L/k), d = dim T . Îáðàç ïðåäñòàâëåíèÿ ρ íàçûâàþò ãðóïïîé ðàçëîæå-

íèÿ T .

Êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï ðàçëîæåíèÿ äëÿ äâóìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ òàê-

æå õîðîøî èçó÷åíà, ýòî ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ öåëî÷èñëåííûõ àâòîìîðôèçìîâ

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì x2 + y2 è x2 + xy + y2. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû x2 + y2 ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ àâòîìîðôèçìîâ åñòü ãðóïïà D4, ïîðîæ-

äàåìàÿ ýëåìåíòàìè σ1 = ( 0 −1
1 0 ), τ1 = ( −1 0

0 1 ) (êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, îíè ñâÿ-

çàíû ñîîòíîøåíèÿìè σ1
4 = τ1

2 = e è σ1
3τ1 = τ1σ1). Äëÿ ôîðìû x2 + xy + y2

ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ àâòîìîðôèçìîâ � ãðóïïà D6, ïîðîæäàåìàÿ σ2 = ( 0 −1
1 1 ),

τ2 = ( 1 1
0 −1 ) (ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè σ2

6 = τ2
2 = e è σ2

5τ2 = τ2σ2). Äëÿ

êðàòêîñòè ïðèâåä¼ì òîëüêî îáùèé âèä ãðóïï Ãàëóà ðàññìàòðèâàåìûõ òîðîâ,
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ÿâíîå èõ çàäàíèå ëåãêî ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ïðèâåä¼ííûì äàííûì.

Êëàññèôèêàöèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1) T = Gm
2, [L : k] = 1,

Gal(L/k) = {e}.

2) T = Gm ×R(1)
L/k(Gm), [L : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ1
2τ1}.

3) T = R
(1)
L/k(Gm)×R(1)

L/k(Gm), [L : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ1
2}.

4) T = RL/k(Gm), [L : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ1
3τ1}.

5) T = R
(1)
L/k(Gm), [L : k] = 3,

Gal(L/k) = {e; σ2
2; σ2

4}.

6) T = RL1/k(R
(1)
L/L1

(Gm)), [L : k] = 4,

k ⊂ L1 ⊂ L, [L1 : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ1
2; σ1τ1; σ1

3τ1}.

7) T = R
(1)
L1/k

(Gm)×R(1)
L2/k

(Gm), [L : k] = 4,

k ⊂ L1 ⊂ L, k ⊂ L2 ⊂ L, L1 6= L2, [L1 : k] = 2, [L2 : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ1
2; τ1; σ1

2τ1}.

8) T = RL1/k(R
(1)
L/L1

(Gm)), [L : k] = 4,

k ⊂ L1 ⊂ L, [L1 : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ1; σ1
2; σ1

3}.

9) T = RL1/k(R
(1)
L/L1

(Gm)) ∩ RL2/k(R
(1)
L/L2

(Gm)), [L : k] = 6,

k ⊂ L1 ⊂ L, [L1 : k] = 3, k ⊂ L2 ⊂ L, [L2 : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ2
2; σ2

4; σ2τ2; σ2
3τ2; σ2

5τ2}.

10) T = RL1/k(R
(1)
L/L1

(Gm)) ∩ RL2/k(R
(1)
L/L2

(Gm)), [L : k] = 6,
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k ⊂ L1 ⊂ L, [L1 : k] = 3, k ⊂ L2 ⊂ L, [L2 : k] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ2; σ2
2; σ2

3; σ2
4; σ2

5}.

11) T = R
(1)
L1/k

(Gm), [L : k] = 6,

k ⊂ L1 ⊂ L, [L1 : k] = 3,

Gal(L/k) = {e; σ2
2; σ2

4; τ2; σ2
2τ2; σ2

4τ2}.

12) T = RL2/k(R
(1)
L1/L2

(Gm)), [L : k] = 8,

k ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂ L, [L2 : k] = 2, [L1 : L2] = 2,

Gal(L/k) = {e; σ1; σ1
2; σ1

3; τ1; σ1τ1; σ1
2τ1; σ1

3τ1}.

13) T = RL2/k(R
(1)
L1/L2

(Gm)) ∩ RL3/k(R
(1)
L1/L3

(Gm)), [L : k] = 12,

k ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂ L, k ⊂ L3 ⊂ L1 ⊂ L, [L2 : k] = 3, [L1 : L2] = 2, [L3 : k] = 2,

[L1 : L3] = 3,

Gal(L/k) = {e; σ2; σ2
2; σ2

3; σ2
4; σ2

5; τ2; σ2τ2; σ2
2τ2; σ2

3τ2; σ2
4τ2; σ2

5τ2}.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü (ïî îïðåäåëåíèþ), òîðû òèïîâ 1), 2), 4) íå àíèçîòðîïíû,

îñòàëüíûõ òèïîâ � àíèçîòðîïíû. Ïîñòðîåíèå èõ ìîäåëåé Íåðîíà áóäåò îïèñàíî

â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

2.4. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ òîðîâ

Âíà÷àëå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî èññëåäóåìûõ òîðîâ.

Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàþò ýïèìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé â ìîäóëü õàðàêòåðîâ T̂

òîðà T ìîäóëü õàðàêòåðîâ Ŝ íåêîòîðîãî êâàçèðàçëîæèìîãî òîðà S ïîäõîäÿ-

ùåé ðàçìåðíîñòè. Îáîçíà÷èì ýòîò ýïèìîðôèçì ϕ (èçâåñòíî, ÷òî òàêîé ìîð-

ôèçì ñóùåñòâóåò, ñì. [3], [15]). Ïðè èçâåñòíîì S êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

Ŝ/Ker ϕ ∼= T̂ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìîäóëü õàðàêòåðîâ T̂ , ïîñëå ÷åãî ïðè èçâåñò-

íûõ ïîëÿõ k è L ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü òîð T .

Â ðåçóëüòàòå áóäóò ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, çàäàþùèå Ker ϕ è ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå ñîáîé óðàâíåíèå èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ T̂ (ïî íèì
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ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü òèï ðàññìàòðèâàåìîãî òîðà, òàêèì îáðàçîì ðàíåå áû-

ëà ïîëó÷åíà èçâåñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ). Åñëè õàðàêòåðû èç

T̂ çàìåíèòü èõ èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó L/k, îïèñàííûì â ãëàâå 1, ìû

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé èç k[T ], çàäàþùèå T

êàê àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Íàêîíåö, åñëè èñïîëüçóåìûé áàçèñ L/k öåëûé, òå

æå óðàâíåíèÿ çàäàþò ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî X òîðà T .

Äàëåå, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè. Åñëè â êàêèõ-

ëèáî ñëó÷àÿõ îíî íàðóøàåòñÿ, íóæíî ïðîâåñòè ïðîöåññ ñãëàæèâàíèÿ ïîëó÷åí-

íîé ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íà-

ìè òîðîâ óñëîâèå ãëàäêîñòè ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè char rk | e. Ýòî

îçíà÷àåò p | [L : k], ÷òî èìååò ìåñòî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

p = 2, [L : k] ∈ {2; 4; 6; 8; 12};

p = 3, [L : k] ∈ {3; 6; 12}.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìîäå-

ëüþ Íåðîíà. Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ ìû íå áóäåì

êàæäûé ðàç óïîìèíàòü ýòîò ôàêò è ñðàçó áóäåì ïåðåõîäèòü ê èññëåäîâàíèþ

ñëó÷àåâ, ïîäîçðèòåëüíûõ íà íåãëàäêîñòü.

Òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ è ñãëàæèâàíèÿ ìîäåëåé

Âîñêðåñåíñêîãî äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ òîðîâ (ïðè ýòîì íîìåðà òèïîâ òîðîâ

áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òå æå, ÷òî â âûøåïðèâåä¼ííîé êëàññèôèêàöèè):

3) Kerϕ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè: f1f
σ
1 = 1,

f2f
σ
2 = 1.

Çäåñü f1, f2 ∈ T̂ � áàçèñíûå õàðàêòåðû. Âîçüì¼ì L = k(a), ãäå a /∈ k � êî-

ðåíü ìíîãî÷ëåíà x2−b, b = a2 ∈ k, ν(b) = 1 (òîãäà b ÿâëÿåòñÿ óíèôîðìèçóþùèì

ýëåìåíòîì k). Çàìåíèì õàðàêòåðû èõ ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó L/k:
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 f1 = x1 + ax2,

f2 = x3 + ax4.

Çäåñü x1, ..., x4 ∈ k[T ]. Îêîí÷àòåëüíî ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî X òîðà T çàäà-

¼òñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé: x2
1 − bx2

2 = 1,

x2
3 − bx2

4 = 1.

Òàê êàê b � óíèôîðìèçóþùèé ýëåìåíò ïîëÿ k, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êîýô-

ôèöèåíò ïîñëå ðåäóêöèè áóäåò ðàâåí 0, çíà÷èò, ðåäóêöèÿ X äàííîé ìîäåëè

çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé x2
1 = 1,

x2
3 = 1.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, àëãåáðà Õîïôà, çàäàþùàÿ X, ñîäåðæèò íèëüïîòåí-

òû òîëüêî ïðè b | 2 (òî åñòü p = char rk = 2), ýòè íèëüïîòåíòû èìåþò âèä

(x1 − 1)2 = 0 è (x3 − 1)2 = 0 (îáà ñîîòâåòñòâóþò îñîáåííîñòÿì âèäà µ2). Ñãëà-

æèâàíèå òðåáóåòñÿ â òî÷êàõ îñîáîãî ñëîÿ âèäà ai ∈ {(1, x2, x3, x4); (x1, x2, 1, x4)},

ãäå x1, x2, x3, x4 � ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû. Ðàññìîòðèì ñãëàæèâàíèå â òî÷êå

a = (1, 0, 1, 0), ïåðâûé øàã ñãëàæèâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ çàìåíó

ïåðåìåííûõ:

x1 = by1 + 1,

x2 = by2,

x3 = by3 + 1,

x4 = by4.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ïîñëå çàìåíû a ïåðåéä¼ò â a
′
= (0, 0, 0, 0) è äàëüíåéøèå

øàãè àëãîðèòìà, åñëè îíè ïîòðåáóþòñÿ, áóäóò çàêëþ÷àòüñÿ â ñãëàæèâàíèè â a
′
.
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Ïðè êàæäîì èç ýòèõ øàãîâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ áóäåò èìåòü

âèä yi = bzi, i = 1, 4, òî åñòü áóäåò ïåðåâîäèòü a
′
ñàìó â ñåáÿ. Ïîýòîìó âìå-

ñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìåí ïåðåìåííûõ ñ ñîêðàùåíèåì ïîñëå êàæäîé èç íèõ

íà ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü óíèôîðìèçóþùåãî ýëåìåíòà ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîñëå îäíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñ ïîñëåäóþ-

ùèì ñîêðàùåíèåì óðàâíåíèé (ýòèì ïðè¼ìîì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è äàëåå).

Çàìåíà â òàêîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

x1 = bty1 + 1,

x2 = bty2,

x3 = bty3 + 1,

x4 = bty4.

Çäåñü t ∈ N � ïàðàìåòð (çàìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå ìû íàõîäèì ìèíè-

ìàëüíîå ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, òàê êàê ïðè äàëüíåéøåé äèëàòàöèè

ñõåìû, óæå ÿâëÿþùåéñÿ ãëàäêîé, ìîæíî ïîëó÷èòü öåëóþ ìîäåëü, íå èçîìîðô-

íóþ ìîäåëè Íåðîíà). Òàê êàê ýëåìåíò b óíèôîðìèçóþùèé, òî 2 äåëèòñÿ íà b.

Ïóñòü ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ÷èñëà 2 ðàâåí m, òî åñòü 2 = bmr2, ãäå r2 ∈ Ok,

b - r2, m ∈ N. Ïîñëå çàìåíû è óïðîùåíèÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä b2ty2
1 + r2b

m+ty1 − b2t+1y2
2 = 0,

b2ty2
3 + r2b

m+ty3 − b2t+1y2
4 = 0.

Ïîëîæèì t = m, òîãäà îáà óðàâíåíèÿ ìîæíî ñîêðàòèòü íà b2m, ïîëó÷èì y2
1 + r2y1 − by2

2 = 0,

y2
3 + r2y3 − by2

4 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðîâåä¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ãëàäêàÿ ñõåìà. Ïî-

ñòðîèì å¼ ìàòðèöó ßêîáè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y = (y1, y2), ãäå y1, y2 ∈ k,

ïîëó÷èì J =
(

2y1+r2 −2by2 0 0
0 0 2y3+r2 −2by4

)
. Ðàçìåðíîñòü àôôèííîé ñõåìû X (à çíà-

÷èò, è å¼ îòíîñèòåëüíàÿ ðàçìåðíîñòü íàä êîëüöîì Ok) ðàâíà 2, à ðàçìåðíîñòü
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àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå âêëàäûâàåòñÿ X, ðàâíà 4. Òîãäà Λ � ìíî-

æåñòâî íåíóëåâûõ ìèíîðîâ J âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñðåäè ýëåìåíòîâ Λ åñòü ìèíîð

∆ = (2y1 + r2)(2y3 + r2), òàê êàê ðàíåå ìû óñëîâèëèñü, ÷òî b | 2, b - r2, òî

ν℘(∆) = 0 íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ yi, ñëåäîâàòåëüíî, δ(y) = 0 è

ìîäåëü Íåðîíà òîðà T ïîñòðîåíà.

5) Kerϕ äëÿ äàííîãî òèïà òîðà çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

ffσfσ
2

= 1.

Â êà÷åñòâå ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ L òîðà T âîçüì¼ì k(a), ãäå a � êîðåíü ìíîãî-

÷ëåíà Ýéçåíøòåéíà âèäà t3+bt+c, äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì

ýëåìåíòà èç k. Çàìåíèì õàðàêòåð f åãî ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó L/k:

f = x1 + ax2 + a2x3.

Ïîñëå çàìåíû óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

x1
3 − 2bx1

2x3 + bx1x2
2 + 3cx1x2x3 + b2x1x3

2 − cx2
3 − bcx2x3

2 + c2x3
3 = 1.

Ýòî óðàâíåíèå çàäà¼ò ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî èññëåäóåìîãî òîðà. Òàê êàê b,

c � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Ýéçåíøòåéíà, òî ν℘(b) ≥ 1, ν℘(c) = 1, òî åñòü

c ÿâëÿåòñÿ óíèôîðìèçóþùèì ýëåìåíòîì ïîëÿ k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåäóêöèÿ

ïî ìîäóëþ ℘ äëÿ b è c ðàâíà 0, ïîýòîìó ðåäóêöèÿ X ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî

çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x1
3 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Õîïôà A(T̂ ) ñîäåðæèò íèëüïîòåíò òîëüêî ïðè c | 3,

òî åñòü p = 3, ýòîò íèëüïîòåíò èìååò âèä (x−1)3 = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îñîáåí-

íîñòè âèäà µ3. Ñãëàæèâàíèå òðåáóåòñÿ â òî÷êàõ âèäà aij = (1, x2, x3), ãäå x2, x3

� ïðîèçâîëüíûå. Ðàññìîòðèì ñãëàæèâàíèå â òî÷êå a = (1, 0, 0). Êàê è â ïðåäû-

äóùåì ñëó÷àå, ïðè ñãëàæèâàíèè ìîæåì ðàññìîòðåòü îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ

ñëåäóþùåãî âèäà:
x1 = cty1 + 1,

x2 = cty2,

x3 = cty3.
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Çäåñü t ∈ N � ïàðàìåòð. Ïóñòü ν℘(b) = m, òî åñòü b = cm · rb, rb ∈ Ok, c - rb,

m ∈ N, ν℘(3) = q, òî åñòü 3 = cq · r3, r3 ∈ Ok, c - r3, q ∈ N. Òîãäà ïîñëå çàìåíû

ïåðåìåííûõ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

c3ty1
3 + r3c

2t+qy1
2 + r3c

t+qy1 − 2rbc
m+3ty1

2y3 − 4rbc
m+2ty1y3 − 2rbc

m+ty3 +

rbc
m+3ty1y2

2 + rbc
m+2ty2

2 + r3c
q+1+3ty1y2y3 + r3c

q+1+2ty2y3 + rb
2c2m+3ty1y3

2 +

rb
2c2m+2ty3

2 − c1+3ty2
3 − rbcm+1+3ty2y3

2 + c2+3ty3
3 = 0.

Òîãäà ℘-àäè÷åñêèå ïîêàçàòåëè êîýôôèöèåíòîâ áóäóò ñëåäóþùèìè (ïðèâî-

äÿòñÿ â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ñëàãàåìûå): 3t, 2t+ q, t+ q, m+ 3t, m+ 2t, m+ t,

m+ 3t, m+ 2t, q+ 1 + 3t, q+ 1 + 2t, 2m+ 3t, 2m+ 2t, 1 + 3t, m+ 1 + 3t, 2 + 3t.

Ïîëîæèì, ÷òî t = min(m, q). Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü c, íà êîòîðóþ

ìîæíî ñîêðàòèòü óðàâíåíèå, ðàâíà 2t. Ïîñëå äåëåíèÿ íà c2t óðàâíåíèå áóäåò

èìåòü âèä

cty1
3 + r3c

qy1
2 + r3c

q−ty1− 2rbc
m+ty1

2y3− 4rbc
my1y3− 2rbc

m−ty3 + rbc
m+ty1y2

2 +

rbc
my2

2 + r3c
q+1+ty1y2y3 + r3c

q+1y2y3 + rb
2c2m+ty1y3

2 + rb
2c2my3

2 − c1+ty2
3 −

rbc
m+1+ty2y3

2 + c2+ty3
3 = 0.

Ïðè ýòîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ñòåïåíåé c âèäà q− t è m− t ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ ðàâíà 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ñòåïåíè c, êðîìå ýòèõ äâóõ, íåíóëåâûå.

Ïîýòîìó ðåäóêöèÿ áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì

r3cq−ty1 − 2rbcm−ty3 = 0.

Çäåñü åñëè q > m, íå îáðàùàåòñÿ â 0 ïåðâûé êîýôôèöèåíò, åñëè q < m, òî

âòîðîé, åñëè q = m, îáà êîýôôèöèåíòà íåíóëåâûå.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñõåìà ãëàäêàÿ, íàéä¼ì äåôåêò ãëàäêîñòè

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. Ìàòðèöà ßêîáè áóäåò èìåòü âèä J = ( j11 j12 j13 ), ãäå

ýëåìåíòû ìàòðèöû ñëåäóþùèå:

j11 = 3cty2
1 +2r3c

qy1 +r3c
q−t−4rbc

m+ty1y3−4rbc
my3 +rbc

m+ty2
2 +r3c

q+1+ty2y3 +

rbc
2m+ty2

3;

j12 = rbc
m+ty1y2 + 2rbc

my2 + r3c
q+1+ty1y3 + r3c

q+1y3 − 3c1+ty2
2 − rbcm+1+ty2

3;
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j13 = −2rbc
m+ty2

1−4rbc
my1−2rbc

m−t+ r3c
q+1+ty1y2 + r3c

q+1y2 + 2r2
bc

2m+ty1y3 +

2r2
bc

2my3 − 2rbc
m+1+ty2y3 + 3c2+ty2

3.

Òàê êàê ðàçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû ðàâíà 2, à ðàçìåðíîñòü àô-

ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå îíà âêëàäûâàåòñÿ, ðàâíà 3, äëÿ îïðåäåëåíèÿ

äåôåêòà ãëàäêîñòè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìèíîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàòðè-

öû ßêîáè, ìíîæåñòâî òàêèõ ìèíîðîâ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ J .

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, õîòÿ áû îäíà èç ñòåïåíåé q − t èëè m − t ðàâ-

íà 0. Òîãäà ìàòðèöà J ñîäåðæèò ýëåìåíò (ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé èëè òðåòèé),

â êîòîðîì îäíî ñëàãàåìîå ïî ïîñòðîåíèþ èìååò ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü 0, à

îñòàëüíûå ñëàãàåìûå � áîëüøå 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü

âñåãî ýëåìåíòà ðàâåí 0 è ïðè âû÷èñëåíèè äåôåêòà ãëàäêîñòè â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå ìèíèìàëüíûì îêàæåòñÿ ïîêàçàòåëü èìåííî ýòîãî ýëåìåíòà, ðàññìàòðè-

âàåìîãî êàê ìèíîð 1-ãî ïîðÿäêà. Òàê êàê îí ðàâåí 0, ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå

ãëàäêî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå è èñêîìàÿ ìîäåëü Íåðîíà ïîñòðîåíà.

6) ×òîáû çàäàòü ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, íóæíî ê íîð-

ìåííîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà (òàêîìó æå, êàê ðàññìàòðèâàëîñü äëÿ òîðà

òèïà 4)), îïðåäåëåííîìó íàä ïîëåì L1, ïðèìåíèòü ôóíêòîð îãðàíè÷åíèÿ Âåéëÿ

RL1/k. Ïóñòü L1 = k(a), ãäå a2 = b ∈ k, L = L1(c), ãäå c
2 = d ∈ L1. Òîãäà

íàä L1 óðàâíåíèå èìååò âèä x1
2 − dx2

2 = 1. Ïóñòü d = d1 + ad2, ãäå d1, d2 ∈ k.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü óðàâíåíèå íàä k, íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ çàìåíà

ïåðåìåííûõ: x1 = y1 + ay3,

x2 = y2 + ay4.

Ïîñëå íå¼ óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

y2
1 + 2ay1y3 + by2

3 − (d1 + ad2)(y
2
2 + 2ay2y4 + by2

4) = 1.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

y2
1 + 2ay1y3 + by2

3 − d1y
2
2 − 2ad1y2y4 − bd1y

2
4 − ad2y

2
2 − 2bd2y2y4 − abd2y

2
4 = 1.
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Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî y1, ..., y4, d1, d2, b ∈ k, a /∈ k, óðàâíåíèå, îïðåäåë¼ííîå íàä

L1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P1 + aP2 = 1, ãäå P1, P2 ∈ k[y1, ..., y4], è çàìåíèòü

ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, îïðåäåë¼ííûõ íàä k, à èìåííî ñëåäóþùåé: y2
1 + by2

3 − d1y
2
2 − bd1y

2
4 − 2bd2y2y4 = 1,

2y1y3 − 2d1y2y4 − d2y
2
2 − bd2y

2
4 = 0.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ òàêæå óíèôîðìèçóþùèì ýëåìåíòîì L1.

Ïî çàäàíèþ ðàñøèðåíèå L/k âïîëíå ðàçâåòâëåíî, ñëåäîâàòåëüíî, è åãî ïîäðàñ-

øèðåíèå L1/k âïîëíå ðàçâåòâëåíî, ïîýòîìó ν℘(b) = 1. Òàê êàê ν℘(b) = 1, òî ìû

ìîæåì ïîëîæèòü π = b (ãäå π � óíèôîðìèçóþùèé ýëåìåíò k). Ïóñòü ν℘(2) = m.

Òîãäà 2 = r2 · bm, ãäå r2 ∈ Ok, b - r2, m ∈ N. Ðåäóêöèÿ X ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî

çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé: y2
1 − d1y

2
2 = 1,

d2y
2
2 − 2y1y3 + 2d1y2y4 = 0.

Íèëüïîòåíòû ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî ïðè π | 2 è èìåþò âèä (y1−uy2−1)2 =

0 (ãäå u2 = d1 mod π, âîçíèêàåò â ñëó÷àå, åñëè d1 � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî

ìîäóëþ π) è y2
2 = 0 (âîçíèêàåò â ñëó÷àå, åñëè d2 6= 0 mod π). Ýòè íèëüïîòåíòû

ñîîòâåòñòâóþò îñîáåííîñòÿì âèäà µ2 è α2. Òàêèì îáðàçîì, ñãëàæèâàíèå òðåáó-

åòñÿ â òî÷êàõ ai ∈ {(s1, s2, x3, x4)} ∪ {(x1, x2, 0, x4)}, ãäå x1, ..., x4, s1, s2 ∈ k è

s1 − us2 = 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñãëàæèâàíèå â òî÷êå a = (1, 0, 0, 0), êîòî-

ðàÿ âõîäèò â îáà óêàçàííûõ ìíîæåñòâà. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, âìåñòî

êîìïîçèöèè çàìåí ïåðåìåííûõ ìîæíî ðàññìîòðåòü îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ

ñëåäóþùåãî âèäà:

y1 = btz1 + 1,

y2 = btz2,

y3 = btz3,

y4 = btz4.
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Çäåñü t ∈ N � ïàðàìåòð. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ

ïîëó÷èì b2tz2
1 + r2b

t+mz1 − d1b
2tz2

2 + b2tz2
3 − d1b

2t+1z2
4 − d2r2b

2t+m+1z2z4 = 0,

d2b
2tz2

2 − r2b
2t+mz1z3 − r2b

t+mz3 − d1r2b
2t+mz2z4 − d2b

2t+1z2
4 = 0.

Òàê êàê ïàðàìåòðó t ìîæíî ïðèäàòü ëþáîå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå, ïîëîæèì

t = m. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîëåé ñóùå-

ñòâóåò öåëûé áàçèñ, ìû ìîæåì óñëîâèòüñÿ, ÷òî d1, d2 ∈ Ok, îòñþäà ν℘(d1) > 0,

ν℘(d2) > 0. Òîãäà êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ìîæíî ñîêðàòèòü ìàêñèìóì íà

c2m, ïîñëå ýòîãî îíè ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä: z2
1 + r2z1 − d1z

2
2 + z2

3 − d1bz
2
4 − d2r2b

m+1z2z4 = 0,

d2z
2
2 − r2b

mz1z3 − r2z3 − d1r2b
mz2z4 − d2bz

2
4 = 0.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñõåìà ãëàäêàÿ, ïîñòðîèì ìàòðèöó ßêîáè.

Îíà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

J =
(

2z1+r2 −2d1z2−d2r2b
m+1z4 2z3 −d2r2b

m+1z2−2d1bz4
−r2bmz3 2d2z2 −r2bmz1−r2 −d1r2b

mz2−2d2bz4

)
Òàê êàê ðàçìåðíîñòü àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå âêëàäûâàåòñÿ ñõå-

ìà X, ðàâíà 4, à ðàçìåðíîñòü ñàìîé ñõåìû X ðàâíà 2, òî íåîáõîäèìî ðàññìîò-

ðåòü ìèíîðû 2-ãî ïîðÿäêà â J . Îäèí èç íèõ èìååò âèä ∆ =
∣∣ 2z1+r2 2z3
−r2bmz3 −r2bmz1−r2

∣∣ =

(2z1+r2)(−r2b
mz1−r2)−2z3(−r2b

mz3) = −r2
2−r2

2b
mz1−r2

2b
2mz2

1−r2
2b
mz1+r2

2b
2mz2

3 .

Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ zi ∈ Ok, òî åñòü â ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî, èìåþò ℘-àäè÷åñêèé

ïîêàçàòåëü, íå ìåíüøèé 1, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � ðàâíûé 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýòîãî ìèíîðà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, à çíà÷èò, è äåôåêò

ãëàäêîñòè â íåé, ðàâåí 0, ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è èñêîìàÿ

ìîäåëü Íåðîíà ïîñòðîåíà.

7) Äàííûé òîð � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíîìåðíûõ íîðìåííûõ òîðîâ,

äèàãîíàëèçèðóåìûõ íàä ðàçíûìè ïðîìåæóòî÷íûìè ïîëÿìè L1, L2 ⊂ L, ãäå [L1 :
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k] = [L2 : k] = 2. Ïóñòü L1 = k(a), L2 = k(b) (ïðè÷¼ì a è b òàêæå ÿâëÿþòñÿ

óíèôîðìèçóþùèìè ýëåìåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé), òîãäà, òàê êàê [L :

k] = 4, ïîëó÷àåì, ÷òî L = k(a, b) = L1(b) = L2(a). Òîð T çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé

ñèñòåìîé óðàâíåíèé: x1
2 − b2x2

2 = 1,

x3
2 − a2x4

2 = 1.

Îáà óðàâíåíèÿ ñðàçó îïðåäåëåíû íàä k, ïåðåìåííûå âòîðîãî óðàâíåíèÿ íå

çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ ïåðâîãî. Òàê êàê ðàñøèðåíèå L/k âïîëíå ðàçâåòâëåíî

ïî óñëîâèþ, åãî ïîäðàñøèðåíèÿ L1/k è L2/k òàêæå âïîëíå ðàçâåòâëåíû, ñëå-

äîâàòåëüíî, ýëåìåíòû b2 è a2 ïîëÿ k, ÿâëÿþùèåñÿ ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè ìèíè-

ìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ óíèôîðìèçóþùèõ ýëåìåíòîâ ýòèõ ïîëåé íàä k, óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ ν℘(b2) = ν℘(a2) = 1. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü îäèí

èç ýòèõ ýëåìåíòîâ k óíèôîðìèçóþùèì, ïóñòü b2 = π � óíèôîðìèçóþùèé ýëå-

ìåíò k, òîãäà a2 = cπ, ãäå c ∈ Ok è ν℘(c) = 0. Òîãäà ñèñòåìà, çàäàþùàÿ ìîäåëü

Âîñêðåñåíñêîãî X òîðà T , ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: x1
2 − πx2

2 = 1,

x3
2 − cπx4

2 = 1.

Ñîîòâåòñòâåííî, ðåäóêöèÿ X çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé: x2
1 = 1,

x2
3 = 1.

Íèëüïîòåíòû ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî ïðè π | 2 è èìåþò âèä (x1 − 1)2 = 0,

(x3 − 1)2 = 0, îáà ñîîòâåòñòâóþò îñîáåííîñòÿì âèäà µ2. Òàêèì îáðàçîì, ñãëà-

æèâàíèå òðåáóåòñÿ â òî÷êàõ âèäà ai ∈ {(1, x2, x3, x4)} ∪ {(x1, x2, 1, x4)}, ãäå

x1, ..., x4 ∈ k. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñãëàæèâàíèå â òî÷êå a = (1, 0, 1, 0), êîòî-

ðàÿ âõîäèò â îáà óêàçàííûõ ìíîæåñòâà. Ïóñòü ν℘(2) = m. Òîãäà 2 = r2 ·πm, ãäå

r2 ∈ Ok, π - r2, m ∈ N.
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Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, âìåñòî êîìïîçèöèè çàìåí ïåðåìåííûõ ìîæíî

ðàññìîòðåòü îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ ñëåäóþùåãî âèäà:

x1 = πty1 + 1,

x2 = πty2,

x3 = πty3 + 1,

x4 = πty4.

Çäåñü t ∈ N � ïàðàìåòð. Ïîñëå çàìåíû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó: π2ty2
1 + r2π

m+ty1 − π2t+1y2
2 = 0,

π2ty2
3 + r2π

m+ty3 − cπ2t+1y2
4 = 0.

Ïîëîæèì t = m, òîãäà îáà óðàâíåíèÿ ìîæíî ñîêðàòèòü íà π2m, ïîñëå ÷åãî

ñèñòåìà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä: y2
1 + r2y1 − πy2

2 = 0,

y2
3 + r2y3 − cπy2

4 = 0.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñõåìà ãëàäêàÿ, ïîñòðîèì ìàòðèöó ßêîáè,

îíà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

J =
( 2y1+r2 −2πy2 0 0

0 0 2y3+r2 −2cπy4

)
Òàê êàê ðàçìåðíîñòü àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå âêëàäûâàåòñÿ X,

ðàâíà 4, à ðàçìåðíîñòü X ðàâíà 2, òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ìèíîðû 2-ãî ïî-

ðÿäêà â J . Îäèí èç íèõ ðàâåí ∆ =
∣∣ 2y1+r2 0

0 2y3+r2

∣∣ = (2y1 +r2)(2y3 +r2). Êàê ëåãêî

ïðîâåðèòü, ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýëåìåíòà òàêîãî âèäà ðàâåí 0 íåçàâèñèìî

îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ñëåäîâàòåëüíî, äåôåêò ãëàäêîñòè ïîñòðîåííîé ìîäåëè

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ðàâåí 0 è ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà òîðà T .

8) Ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ 6) òîëüêî ñòðóêòóðîé ðàñøèðåíèÿ L/k,

ãðóïïà Ãàëóà êîòîðîãî äîëæíà áûòü öèêëè÷åñêîé. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïî-

ñòðîåíèÿ ìîäåëåé Âîñêðåñåíñêîãî è Íåðîíà áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà äàí-

íûé ñëó÷àé ñî ñëó÷àÿ 6).
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9) Òîð çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ íîðìåííûõ óðàâíåíèé � 3-ãî è

2-ãî ïîðÿäêà: x3
1 − 2bx2

1x3 + bx1x
2
2 + 3cx1x2x3 + b2x1x

2
3 − cx3

2 − bcx2x
2
3 + c2x3

3 = 1,

y2
1 − ay2

2 = 1.

Ïðè ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå îïðåäåëåíî íàä L1, âòîðîå íàä L2, ãäå L1, L2 ⊂ L

� ïðîìåæóòî÷íûå ïîëÿ, [L : L1] = 3, [L : L2] = 2. Ïóñòü L1 = k(α), L2 = k(β).

Òîãäà, òàê êàê [L : k] = 6, òî ïîëó÷àåì, ÷òî L = k(α, β) = L1(β) = L2(α).

Êîýôôèöèåíòû a, b è c â óðàâíåíèÿõ çàäàíû òåì óñëîâèåì, ÷òî t3 + bt + c �

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí β íàä L1, t
2 +a � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α íàä L2).

Ïðè÷¼ì òàê êàê [L : L1] = 3 = [L2 : k], L = L1(β), L2 = k(β), òî â êà÷åñòâå

ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ýëåìåíòà β íàä L1 ìîæíî âçÿòü ìèíèìàëüíûé ìíî-

ãî÷ëåí ýòîãî ýëåìåíòà íàä k, òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b, c ∈ k. Àíàëîãè÷íî

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ k. Äàëåå, ïåðåìåííûå â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû íå ÿâëÿ-

þòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, òàê êàê ïåðåìåííûå xi è yj ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ðàçëîæåíèå îäíîãî è òîãî æå îáùåãî âèäà ýëåìåíòà L ïî áàçèñàì ñîîò-

âåòñòâåííî L/L1 è L/L2. Òîãäà, ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, îïðåäåë¼ííûå íàä

k, íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ:

x1 = z1 + αz2,

x2 = z3 + αz4,

x3 = z5 + αz6,

y1 = z1 + βz3 + β2z5,

y2 = z2 + βz4 + β2z6.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðàâèëüíîå ðàçëîæåíèå x1 +

βx2 + β2x3 = y1 + αy2 = z1 + αz2 + βz3 + αβz4 + β2z5 + αβ2z6 îáùåãî âèäà ýëå-

ìåíòà L. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, â ïîëó÷åííîé ïîñëå óïðîùåíèÿ ñèñòåìå

êàæäîå óðàâíåíèå ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìîé îïðåäåë¼ííûõ íàä k óðàâíåíèé,
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ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó ïðîìåæóòî÷íîãî ïî-

ëÿ íàä k. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ðàñøèðåíèå

L/k âïîëíå ðàçâåòâëåíî, à çíà÷èò, L1/k è L2/k òàêæå âïîëíå ðàçâåòâëåíû, òî

ν℘(b) > 1, ν℘(c) = 1, ν℘(a) = 1. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî c = π

� óíèôîðìèçóþùèé ýëåìåíò k. Ïîñëå óêàçàííûõ çàìåí ñèñòåìà, çàäàþùàÿ X,

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

z3
1 + 3az1z

2
2 − 2bz2

1z3 − 2abz2
2z3 − 4abz1z2z4 + bz1z

2
3 + 2abz2z3z4 + abz1z

2
4+

+ 3cz1z3z5 + 3acz2z3z6 + 3acz1z4z6 + 3acz2z4z5 + b2z1z
2
5 + ab2z1z

2
6+

+ 2ab2z2z5z6 − cz3
3 − 3acz3z

2
4 − bcz3z

2
5 − abcz3z

2
6 − 2abcz4z5z6 + c2z3

5+

+ 3ac2z5z
2
6 = 1,

3z2
1z2 + az3

2 − 4bz1z2z3 − 2bz2
1z4 − 2abz2

2z4 + bz2z
2
3 + 2bz1z3z4 + abz2z

2
4+

+ 3cz1z3z6 + 3cz2z3z5 + 3cz1z4z5 + 3acz2z4z6 + 2b2z1z5z6 + b2z2z
2
5 + ab2z2z

2
6−

− 3cz2
3z4 − acz3

4 − 2bcz3z5z6 − bcz4z
2
5 − abcz4z

2
6 + 3c2z2

5z6 + ac2z3
6 = 0,

z2
1 − 2cz1z5 − az2

2 + 2acz4z6 = 1,

−cz2
5 + 2z1z3 − 2bz1z5 + acz2

6 − 2az2z4 + 2abz4z6 = 0,

z2
3 − bz2

5 + 2z1z5 − az2
4 + abz2

6 − 2az2z6 = 0.

Ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî X èññëåäóåìîãî òîðà ïîñòðîåíà. Ðàññìîòðèì òåïåðü

ñëó÷àè, ïîäîçðèòåëüíûå íà íàðóøåíèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè.

Ïóñòü π | 2 (èç ýòîãî ñëåäóåò π - 3). Òîãäà ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

ìîæíî ñîêðàòèòü íà c è ðåäóêöèÿ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

z3
1 = 1,

3z2
1z2 = 0,

z2
1 = 1,

z2
5 − 2c−1z1z3 = 0,

z2
3 = 0.

Òàê êàê â ñèñòåìó âõîäÿò ñðàçó îáà óðàâíåíèÿ z3
1 = 1 è z2

1 = 1, íèëüïîòåíòû

âèäà (z1−1)3 = 0 è (z1−1)2 = 0 íå ìîãóò âîçíèêíóòü, òàê êàê ñèñòåìà ýòèõ äâóõ
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óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ z1 = 1. Îäíàêî âîçíèêàþò íèëüïîòåíòû

âèäà z2
3 = 0 è z2

5 = 0 (ïîñëåäíèé âîçíèêàåò òîëüêî ïðè óñëîâèè ν℘(2) > 1).

Îáà ýòèõ íèëüïîòåíòà ñîîòâåòñòâóþò îñîáåííîñòÿì âèäà α2. Ïîëîæèì ν℘(2) =

m ∈ N, òîãäà 2 = r2c
m, ãäå r2 ∈ Ok, ν℘(r2) = 0. Ïðîâåä¼ì ñãëàæèâàíèå â òî÷êå

a = (1, 0, 0, 0, 0, 0), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îñîáûõ òî÷åê. Àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì, ïðîâîäèì çàìåíó ñëåäóþùåãî âèäà: z1 = ctx1 + 1,

zi = ctxi, i = 2, 6.

Çäåñü t ∈ N � ïàðàìåòð. Ïîëîæèì t = m+1. Ïðèâîäèòü ÿâíîå çàäàíèå ñèñòå-

ìû, ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèÿ, è å¼ ìàòðèöó ßêîáè èç ñîîáðàæåíèé

ñëîæíîñòè âîñïðèÿòèÿ ìû íå áóäåì è îáîñíóåì ðåçóëüòàò â îáùåì âèäå.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ èçìåíåíèå âèäà óðàâíåíèé ñèñòåìû ìîæíî îïè-

ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñâîáîäíûé ÷ëåí 1 â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî è òðåòüåãî

óðàâíåíèé ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âçàèìîóíè÷òîæàåòñÿ ñî ñëàãàåìûì 1, ïî-

ëó÷àåìûì ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â ñëàãàåìîì, èìåâøåì äî çàìåíû âèä ñîîò-

âåòñòâåííî z3
1 è z2

1 . Ïðè ýòîì â ïåðâîì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé π-àäè÷åñêèé

ïîêàçàòåëü ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ, ðàâíûé m + 1, áóäåò èìåòü ñëàãàå-

ìîå 3cm+1x1, ïîëó÷àåìîå èç z
3
1 . Ïîêàæåì, ÷òî ó âñåõ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ îí

áîëüøå. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âñå ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â ïåðâîå óðàâíåíèå äî

çàìåíû ïåðåìåííûõ, êðîìå z3
1 è −2bz2

1z3, èìåþò îáùóþ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ z2, ..., z6 íå ìåíåå 2, è ïðè ýòîì â êàæäûé èç èõ êîýôôèöèåíòîâ âõî-

äèò õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé a, b èëè c. Â ñîâîêóïíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåìûõ èç óêàçàííûõ ñëà-

ãàåìûõ ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ è ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, áóäåò íå ìåíåå 2m + 1.

Ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåìûå èç −2bz2
1z3, áóäóò èìåòü ïîêàçàòåëü íå ìåíåå 2m + 1,

òàê êàê äëÿ êîýôôèöèåíòà −2b îí íå ìåíåå m+ 1, à z3 ïîñëå çàìåíû óâåëè÷èò

ïîêàçàòåëü åù¼ íà m. Íàêîíåö, ñðåäè ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåìûõ èç z3
1 , êðîìå ñà-
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ìîãî 2cmx1, îñòàþòñÿ c
3m+3x3

1 è 3c2m+2x2
1, èõ ïîêàçàòåëü ðàâåí ñîîòâåòñòâåííî

3m+ 3 è 2m+ 2. Èòàê, ïåðâîå óðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü ìàêñèìóì íà cm+1,

ïîñëå ýòîãî â í¼ì ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü îäíîãî ñëàãàåìîãî 3x1 áóäåò 0, à ó

îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ íå ìåíåå 1.

Ñëàãàåìûì ñ ìèíèìàëüíûì ℘-àäè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì âî âòîðîì óðàâíåíèè,

êàê ëåãêî ïîêàçàòü àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì, áóäåò 3cm+1x2, ïîëó÷àåìîå èç

3z2
1z2, åãî ïîêàçàòåëü ðàâåím+1, à ó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ñòðîãî áîëüøå ýòîãî

÷èñëà, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà cm+1 ïîêàçàòåëü ýòîãî ñëàãàåìîãî áóäåò ðàâåí 0, à

ó îñòàëüíûõ íå ìåíåå 1.

Â òðåòüåì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü áóäåò ó ñëàãàå-

ìîãî 2cm+1x1, ïîëó÷àåìîãî èç z
2
1 , îí áóäåò ðàâåí 2m+1, à ó îñòàëüíûõ íå ìåíåå

2m+ 2, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà c2m+1 ñîîòâåòñòâåííî 0 è íå ìåíåå 1.

Â ÷åòâ¼ðòîì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü áóäåò ó 2cmx3,

ïîëó÷àåìîãî èç 2c−1z1z3, îí ðàâåí 2m, à ó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ñòðîãî áîëüøå,

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà c2m ñîîòâåòñòâåííî 0 è íå ìåíåå 1.

Íàêîíåö, â ïÿòîì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü èìååò

ñëàãàåìîå 2cm+1x5, ïîëó÷àåìîå èç 2z1z5. Ó íåãî ïîêàçàòåëü ðàâåí 2m + 1, à ó

îñòàëüíûõ íå ìåíåå 2m + 2, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà c2m+1 ñîîòâåòñòâåííî 0 è íå

ìåíåå 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå òàêîé çàìåíû è ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èì ãëàäêóþ ñõåìó. Â

îáùåì âèäå å¼ ìàòðèöó ßêîáè ìîæíî çàïèñàòü êàê J = (juv), u = 1, 5, v = 1, 6.

Òàê êàê ðàçìåðíîñòü ñõåìû X ðàâíà 2, à ðàçìåðíîñòü àôôèííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, â êîòîðîå îíà âêëàäûâàåòñÿ, ðàâíà 6, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåôåêòà ãëàäêîñòè

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìèíîðû 4-ãî ïîðÿäêà â J . Îäèí èç ýòèõ ìèíîðîâ

∆ =

∣∣∣∣∣ j11 j12 j13 j15j21 j22 j23 j25
j41 j42 j43 j45
j51 j52 j53 j55

∣∣∣∣∣ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî

â ìàòðèöå, îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìèíîð ∆, ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü

ýëåìåíòîâ j11, j22, j43, j55 ðàâåí 0, à îñòàëüíûõ ñòðîãî áîëüøå 0, òàê êàê âñå 4 óêà-
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çàííûõ ýëåìåíòà èìåþò âèä 1+Puv(x1, ..., x6), à îñòàëüíûå ýëåìåíòû èìåþò âèä

Puv(x1, ..., x6), ãäå Puv(x1, ..., x6) � ìíîãî÷ëåí, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìå-

þò ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü íå ìåíåå 1. Òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëñÿ

îäíî ñëàãàåìîå áóäåò ïðîèçâåäåíèåì óêàçàííûõ 4 ýëåìåíòîâ, à âñå îñòàëüíûå

áóäóò ñîäåðæàòü â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ è õîòÿ áû îäèí èç îñòàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ìèíîðà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a = (x1, ..., x6) áóäåò

èìåòü ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü 0 íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîëó÷åííàÿ ñõåìà ãëàäêàÿ è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìîäåëü Íåðîíà ïîñòðîåíà.

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé π | 3 (òîãäà π - 2). Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî

òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ ñî ñëåäóþùèìè îòëè÷èÿìè. Òåïåðü âòîðîå

óðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü íà a, ïîñëå ÷åãî ðåäóêöèÿ áóäåò çàäàâàòüñÿ ñëåäó-

þùèìè óðàâíåíèÿìè:

z3
1 = 1,

z3
2 + 3a−1z2

1z2 − 4ba−1z1z2z3 − 2ba−1z2
1z4 + ba−1z2z

2
3 + 2ba−1z1z3z4 = 0,

z2
1 = 1,

2c−1z1z3 = 0,

z2
3 + 2z1z5 = 0.

Íèëüïîòåíòû âèäà (z1 − 1)3 = 0 è (z1 − 1)2 = 0, êàê è ðàíåå, íå ìîãóò

âîçíèêíóòü, âîçíèêàåò íèëüïîòåíò âèäà z3
2 = 0 (ïðè óñëîâèè ν℘(3) > 1, ν℘(b) >

1). Ýòîò íèëüïîòåíò ñîîòâåòñòâóåò îñîáåííîñòè âèäà α3. Ïîëîæèì ν℘(3) = m ∈

N, òîãäà 3 = r3c
m, ãäå r3 ∈ Ok, ν℘(r3) = 0. Ïðîâåä¼ì ñãëàæèâàíèå â òî÷êå

a = (1, 0, 0, 0, 0, 0), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îñîáûõ òî÷åê. Ïðîâîäèì

çàìåíó ñëåäóþùåãî âèäà: z1 = ctx1 + 1,

zi = ctxi, i = 2, 6.

Çäåñü t ∈ N � ïàðàìåòð. Ïîëîæèì t = m + 1. Îáîñíóåì ðåçóëüòàò çàìåíû

ïåðåìåííûõ è ñîêðàùåíèÿ â îáùåì âèäå.
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Â ïåðâîì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ìîæåò áûòü ëèáî

ó ñëàãàåìîãî 3cm+1x1, ïîëó÷àåìîãî èç z
3
1, ëèáî ó ñëàãàåìîãî 2bcm+1x3, ïîëó÷à-

åìîãî èç 2bz2
1z3. Îáîçíà÷èì ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýëåìåíòà b ÷åðåç v, òîãäà

ïîêàçàòåëü ïåðâîãî èç óêàçàííûõ ñëàãàåìûõ ðàâåí 2m + 1, âòîðîãî m + v, à ó

îñòàëüíûõ íå ìåíåå 2m+ 2. Òîãäà åñëè v > m+ 1, òî ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü

ó ïåðâîãî èç óêàçàííûõ ñëàãàåìûõ è óðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü ìàêñèìóì íà

c2m+1, åñëè v < m+1, òî ó âòîðîãî è óðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü íà cm+v, à åñëè

2m+ 1 = m+v, òî ïîêàçàòåëè óêàçàííûõ ñëàãàåìûõ ðàâíû è óðàâíåíèå ìîæíî

ñîêðàòèòü íà c2m+1. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ó îäíîãî èëè îáîèõ óêà-

çàííûõ ñëàãàåìûõ ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü áóäåò 0, à ó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ

íå ìåíåå 1.

Âî âòîðîì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ìîæåò áûòü ëè-

áî ó ñëàãàåìîãî 3a−1cm+1x2, ïîëó÷àåìîãî èç 3a−1z2
1z2, ëèáî ó 2a−1bcm+1x4, ïî-

ëó÷àåìîãî èç 2a−1bz2
1z4. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì óðàâíåíèåì ïîêàçàòåëü

ïåðâîãî èç óêàçàííûõ ñëàãàåìûõ ðàâåí 2m + 1, âòîðîãî m + v, à ó îñòàëüíûõ

ñëàãàåìûõ íå ìåíåå 2m+2. Äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

óðàâíåíèþ. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ó îäíîãî èëè îáîèõ óêàçàííûõ

ñëàãàåìûõ ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü áóäåò ðàâåí 0, à ó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ íå

ìåíåå 1.

Â òðåòüåì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü áóäåò ó ñëàãàå-

ìîãî 2cm+1x1, ïîëó÷àåìîãî èç z
2
1 , îí ðàâåí m+ 1, à ó îñòàëüíûõ íå ìåíåå m+ 2,

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà cm+1 ñîîòâåòñòâåííî 0 è íå ìåíåå 1.

Â ÷åòâ¼ðòîì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü áóäåò ó 2cm+1x3, ïîëó÷àå-

ìîãî èç 2z1z3, îí ðàâåí m + 1, à ó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ñòðîãî áîëüøå, ïîñëå

ñîêðàùåíèÿ íà cm+1 ñîîòâåòñòâåííî 0 è íå ìåíåå 1.

Â ïÿòîì óðàâíåíèè ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü ó ñëàãàåìîãî 2cm+1x5, ïîëó÷à-

åìîãî èç 2z1z5, îí ðàâåí m+1, à ó îñòàëüíûõ íå ìåíåå m+2, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ
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íà cm+1 ñîîòâåòñòâåííî 0 è íå ìåíåå 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå ïðîâåä¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷åííàÿ ñõåìà áóäåò

ãëàäêîé. Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ π | 2, â îáùåì âèäå å¼ ìàòðèöó ßêîáè ìîæíî

çàïèñàòü êàê J = (juv), u = 1, 5, v = 1, 6, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåôåêòà ãëàäêî-

ñòè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìèíîðû 4-ãî ïîðÿäêà â J . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

2m+ 1 6 m+ v (òî åñòü m 6 v− 1). Ïîêàæåì, ÷òî ìèíîð ∆ =

∣∣∣∣∣ j21 j22 j23 j25j31 j32 j33 j35
j41 j42 j43 j45
j51 j52 j53 j55

∣∣∣∣∣ âñå-
ãäà áóäåò èìåòü ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü 0. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî â ìàòðèöå,

îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìèíîð ∆, ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ýëåìåíòîâ

j22, j31, j43, j55 ðàâåí 0, à îñòàëüíûõ ñòðîãî áîëüøå 0. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëü-

ñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ π | 2, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ìèíîðà â ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå a = (x1, ..., x6) áóäåò èìåòü ℘-àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü 0 íåçàâèñèìî îò çíà-

÷åíèé ïåðåìåííûõ. Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå m > v − 1 íåîáõîäèìî àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ðàññìîòðåòü ìèíîð ∆1 =

∣∣∣∣∣ j21 j23 j24 j25j31 j33 j34 j35
j41 j43 j44 j45
j51 j53 j54 j55

∣∣∣∣∣. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ
äîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñõåìà ãëàäêàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ

Íåðîíà òîðà T .

10) Òàê æå êàê ìåæäó ðàññìîòðåííûìè ðàíåå ñëó÷àÿìè 8) è 6), ðàçëè÷èå

ìåæäó äàííûì ñëó÷àåì è ñëó÷àåì 9) òîëüêî â ñòðóêòóðå ðàñøèðåíèÿ L/k (åãî

ãðóïïà Ãàëóà òåïåðü äîëæíà áûòü öèêëè÷åñêîé). Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè

Âîñêðåñåíñêîãî è å¼ ñãëàæèâàíèÿ äî ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè Íåðîíà áåç èçìåíåíèé

ïåðåíîñèòñÿ íà äàííûé ñëó÷àé ñî ñëó÷àÿ 9).

Ó òîðîâ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ òèïîâ 11), 12), 13) âñå áàçèñíûå ýëåìåíòû

T̂ ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ ãðóïïû Ãàëóà G ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç íåêîòî-

ðûé áàçèñíûé õàðàêòåð χ1, èìåþùèé íåòðèâèàëüíûé ñòàáèëèçàòîð îòíîñèòåëü-

íî äåéñòâèÿ G. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî χ1 èìååò ðàçëîæåíèå ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

k[T ] íàä íåêîòîðûì ïîäïîëåì L1 ⊂ L òàêèì, ÷òî [L1 : k] = |G|/|Stab χ1|.

Ïðàâäà, ðàñøèðåíèå L1/k ìîæåò ñàìî íå áûòü íîðìàëüíûì, îäíàêî êîíñòðóê-

öèÿ àôôèííîé ðåàëèçàöèè íà í¼ì ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ íà

58



õàðàêòåðû óíèâåðñàëüíîé ãðóïïû Ãàëóà Gal(ks/k), ãäå ks � ñåïàðàáåëüíîå çà-

ìûêàíèå k. Èçâåñòíî (ñì. [4]), ÷òî àôôèííàÿ ðåàëèçàöèÿ òîðîâ òàêîãî âèäà, à

çíà÷èò, è èõ ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî è Íåðîíà àíàëîãè÷íû ïî êîíñòðóêöèè òåì

æå îáúåêòàì äëÿ äâóìåðíûõ òîðîâ ñ îñíîâíûì ïîëåì k è ïîëåì ðàçëîæåíèÿ

L̃1 òàêèõ, ÷òî [L̃1 : k] = [L1 : k], òî åñòü â íàøåì ñëó÷àå òîðîâ ñîîòâåòñòâåííî

òèïîâ 5), 6), 9), è èõ ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó äëÿ óêàçàííûõ

òèïîâ òîðîâ.
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Ãëàâà 3. Öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä ïîëÿìè

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

3.1. Êàíîíè÷åñêàÿ è ñòàíäàðòíàÿ öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî

òîðà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ìîæíî îáîáùèòü êîíñòðóêöèþ ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî

íà ñëó÷àé ãëîáàëüíîãî ïîëÿ. Ìû ñîñðåäîòî÷èì ñâî¼ âíèìàíèå íà ñëó÷àå, êîãäà

k è L � ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íàáðîñîê ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê

îïðåäåëåíèþ íåîáõîäèìîãî îáúåêòà, ïðèâîäèòñÿ â [4], ïðîâåä¼ì ýòî ðàññóæäåíèå

â áîëåå ðàçâ¼ðíóòîì âèäå.

Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåõ æå îáîçíà÷åíèé, ÷òî è â ãëàâå 2, k è L � ïîëÿ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, Ok è OL � ñîîòâåòñòâåííî èõ êîëüöà öåëûõ. Äàëåå, ïóñòü

℘ / Ok, P / OL � ïðîñòûå èäåàëû, P|℘. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû ïðîñòûõ èäå-

àëîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàñøèðåíèå ëîêàëüíûõ ïîëåé LP/k℘, ãäå k℘ è LP �

ïîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëåé k è L ïî ℘-àäè÷åñêîìó è P-àäè÷åñêîìó ïîêà-

çàòåëþ (èçâåñòíî (ñì. [13]), ÷òî LP òàêæå ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ìèíèìàëüíîå

ðàñøèðåíèå k℘, ñîäåðæàùåå L). Çàìåòèì, ÷òî åñëè L/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà

ñ ãðóïïîé G, òî LP/k℘ � ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé G℘, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé G, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ íåé.

Äàëåå, ðàññìîòðèì òîð T℘ = T⊗kk℘. Êàê è ðàíåå, G-ìîäóëü T̂ ÿâëÿåòñÿ ãðóï-

ïîé õàðàêòåðîâ äëÿ òîðà T , òîãäà T̂ , ðàññìàòðèâàåìûé êàê G℘-ìîäóëü, ÿâëÿåòñÿ

ìîäóëåì ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ äëÿ T℘. Òîãäà äëÿ òîðà T℘, çàäàííîãî ïàðîé

T̂ è LP/k℘, ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî, ñîîòâåòñòâóþùóþ îïðå-

äåëåíèþ 1.6, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì àëãåáðó Õîïôà, îáîçíà÷èì å¼ B℘ = A℘(T̂ ). Ñàìó

öåëóþ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî òîðà T℘ îáîçíà÷èì X℘ = Spec B℘. Èç îïðåäåëå-

íèÿ ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî ñëåäóåò, ÷òî B℘ ⊂ LP[T̂ ]G℘ ∼= k℘[T ]. Ïðè÷¼ì êîëüöî

èíâàðèàíòîâ Y = Spec(OL[T̂ ]G) ÿâëÿåòñÿ Ok-ôîðìîé T , òàê êàê Y ⊗Ok k
∼= T ,

è äëÿ âñåõ òî÷åê ℘, íåðàçâåòâë¼ííûõ â L, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå X℘ = Y℘

60



(ñì. [4]). Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ /Ok îáîçíà÷èì C℘ = B℘ ∩ k[T ]

è ðàññìîòðèì C = ∩℘C℘. Ïîÿñíèì ñòðîåíèå ýòîãî îáúåêòà.

Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå â ãëàâå 1, B℘ = Ok℘[x
(℘)
uv , y

(℘)
uv ], ãäå x

(℘)
uv , y

(℘)
uv � êîîð-

äèíàòû ïðè ðàçëîæåíèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ T̂ è îáðàòíûõ èì ïî öåëîìó áà-

çèñó LP/k℘ (îáîçíà÷èì åãî {ω(℘)
v }, v = 1,m, ãäå m = [LP : k℘]). Àíàëîãè÷íî

k[T ] ∼= k[xij, yij], ãäå xij, yij � êîîðäèíàòû ïðè ðàçëîæåíèè áàçèñíûõ è îáðàò-

íûõ èì õàðàêòåðîâ ïî áàçèñó {ωj}, j = 1, n ðàñøèðåíèÿ L/k. Òàêèì îáðàçîì

(ñì. [4]), C ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà íàä Ok. Íàêîíåö, èç êîíñòðóêöèè C ñëå-

äóåò, ÷òî OL[T̂ ]G ⊂ C, ïîýòîìó ñõåìà X = Spec C ÿâëÿåòñÿ Ok-ôîðìîé (òî åñòü

öåëîé ìîäåëüþ) T .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Àôôèííóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó X = Spec C áóäåì íàçû-

âàòü êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëüþ òîðà T , îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè-

÷åñêèõ ÷èñåë k.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îïðåäåëåíèå ñàìî ïî

ñåáå íå äà¼ò ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîé àëãåáðû Õîïôà, â îòëè÷èå îò îïðå-

äåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè íàä ëîêàëüíûì ïîëåì. Òàê êàê èçâåñòíî,

÷òî íå âñÿêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îáëàäàåò öåëûì áàçè-

ñîì, òî íåïîñðåäñòâåííûé ïåðåíîñ êîíñòðóêöèè ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè ñî

ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ íà ñëó÷àé ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áûë, âîîáùå ãî-

âîðÿ, íåâîçìîæåí. Îäíàêî ïîçäíåå â ðàáîòå [17] Ì. Â. Áîíäàðêî áûë ïîëó÷åí

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü L/k � ïðîèçâîëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé àëãåáðàè-

÷åñêèõ ÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå F/L,

÷òî F èìååò öåëûé áàçèñ íàä k. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó ñëó÷àþ F ìîæíî

ñ÷èòàòü íåêîòîðûì (íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíûì) ïîëåì ðàçëîæåíèÿ T . Ýòî

ïîçâîëÿåò äàòü êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå åù¼ îäíîé öåëîé ìîäåëè àëãåáðà-

è÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë (âïåðâûå îíî áûëî ïðåäëîæåíî

â ðàáîòå [5]).
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåõ æå îáîçíà÷åíèé, ÷òî â îïðåäåëå-

íèè 3.1, L � òàêîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ T , ÷òî ñóùåñòâóåò öåëûé áàçèñ L íàä k.

Ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëüþ T íàçûâàåòñÿ Ok-ñõåìà âèäà X
′
= Spec Ok[xij, yij],

ãäå xij, yij � êîîðäèíàòû ïðè ðàçëîæåíèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ T̂ è îá-

ðàòíûõ èì ïî öåëîìó áàçèñó L/k.

Êàê ñòàíäàðòíóþ, òàê è êàíîíè÷åñêóþ ìîäåëü ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì

êîíñòðóêöèè ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, îïðåäåë¼í-

íûõ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè, íà ñëó÷àé ãëîáàëüíîãî ïîëÿ. Èõ àëãîðèòì ïî-

ñòðîåíèÿ ñëåäóåò èç àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ.

Âîçíèêàåò çàäà÷à ñðàâíåíèÿ êàíîíè÷åñêîé è ñòàíäàðòíîé öåëûõ ìîäåëåé

ïðîèçâîëüíîãî òîðà, îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Âîïðîñ

î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí è òîò æå îáúåêò, áóäåò

ðàññìîòðåí è ðåø¼í â äàííîé ãëàâå.

Äàëåå îáúÿñíèì, ïî÷åìó ïîñòðîåíèå îäíîé èç ðàññìîòðåííûõ öåëûõ ìîäåëåé

(ñòàíäàðòíîé èëè êàíîíè÷åñêîé) àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìî-

äåëü Íåðîíà ýòîãî òîðà.

3.2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà, êîòîðûé, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, íå

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç å¼ îïðåäåëåíèÿ, áûë âïåðâûå îïèñàí â [18]. Â èíòå-

ðåñóþùåì íàñ àôôèííîì ñëó÷àå îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîäåëü Íåðîíà ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (íàçûâàåìûõ âìåñòå ïðîöåññîì ñãëàæè-

âàíèÿ) ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíûõ äèëàòàöèé â îñîáûõ òî÷êàõ ñïåöèàëüíîãî ñëîÿ

èç íåêîòîðîé öåëîé ìîäåëè òîãî æå òîðà. Ïîçäíåå â [19] è [22] áûëî äîêàçàíî,

÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ â êà÷åñòâå òàêîé ìîäåëè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî ðàññìàòðèâàåìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ëîêàëüíûì

ïîëåì, î ïîñòðîåíèè ìîäåëè Íåðîíà íà å¼ îñíîâå ìû ðàññêàçàëè â ïóíêòå 2.2.
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Â [18] ãîâîðèòñÿ è î ïîñòðîåíèè ìîäåëè Íåðîíà íàä ãëîáàëüíûì ïîëåì õà-

ðàêòåðèñòèêè 0 (â íàøåì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî). À èìåííî, äîêàçàíî

ñëåäóþùåå. Åñëè ðàññìàòðèâàòü àëãåáðàè÷åñêèé òîð T è åãî ìîäåëü Íåðîíà X

êàê ñõåìû â îáùåì ñìûñëå òåîðèè ñõåì, à ìîäåëè Íåðîíà XOk òîðà Tk, îïðåäå-

ë¼ííîãî íàä ãëîáàëüíûì ïîëåì k, è XOk℘ êàæäîãî òîðà T ⊗k k℘, îïðåäåë¼ííîãî

íàä ëîêàëüíûì ïîëåì k℘ � êàê ñëîè ýòèõ ñõåì íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëÿìè

è èõ êîëüöàìè öåëûõ, òî XOk ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà òîðà Tk òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êàæäàÿ XOk℘
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà òîðà T ⊗k k℘. Ýòî äà¼ò

ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà äëÿ Tk.

Êàíîíè÷åñêàÿ öåëàÿ ìîäåëü òîðà Tk ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ñõåìà X = Spec C,

ãäå C =
⋂
℘/Ok

C℘, ℘ � ïðîñòûå èäåàëû êîëüöà Ok, ïðè ýòîì C℘ = B℘ ∩ k[T ], ãäå

X℘ = Spec B℘ � ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî òîðîâ T℘ = Tk⊗kk℘. Äëÿ êàæäîãî òîðà

T℘ ìîæíî ïîñòðîèòü åãî ìîäåëü Íåðîíà âèäà X̃℘ = Spec B̃℘. Åñëè ïîñëå ýòîãî ê

X ïðèìåíèòü ïðîöåññ ñãëàæèâàíèÿ, òî åñòü âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçîâàí-

íûå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé Íåðîíà X̃℘, ïîëó÷èì îáúåêò âèäà X̃ =
⋂
℘/Ok

C̃℘, ãäå

C̃℘ = B̃℘ ∩ k[T ] (òàêîå çàäàíèå êîððåêòíî, òàê êàê C℘ ⊂ C̃℘ ⊂ k℘[T℘]). Ïî ïî-

ñòðîåíèþ äëÿ X̃ ñëîé íàä êàæäûì ëîêàëüíûì ïîëåì k℘ áóäåò ìîäåëüþ Íåðîíà

òîðà T℘, ïîýòîìó ñàìà ìîäåëü X̃ áóäåò ìîäåëüþ Íåðîíà òîðà Tk.

Ïîäîáíûé àëãîðèòì èìååò òîò íåäîñòàòîê, ÷òî â ðåçóëüòàòå íåâîçìîæíî ïî-

ëó÷èòü ÿâíîå çàäàíèå ïîëó÷åííîé ìîäåëè Íåðîíà, òàê êàê òàêîå çàäàíèå íåèç-

âåñòíî äëÿ êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò èäåÿ èñ-

ïîëüçîâàòü âìåñòî íå¼ ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî èç îïðåäåëå-

íèÿ 3.2. Îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåïÿòñòâèå. Åñëè ñíîâà ðàññìàòðèâàòü

öåëóþ ìîäåëü X êàê ñõåìó, ñëîÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ XOk íàä êîëüöîì öåëûõ

ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è XOk℘
íàä êîëüöàìè öåëûõ ëîêàëüíûõ ïîëåé, òî â

ñëó÷àå ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, â îòëè÷èå îò êàíîíè÷åñêîé, XOk℘
= Spec A

′
(T̂ ), ãäå

A
′
(T̂ ) = Ok℘[xij, yij]. Òî åñòü èç çàäàíèÿ XOk℘

, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî
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îíè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè Âîñêðåñåíñêîãî òîðîâ T℘. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,

÷òî îíè ïîäõîäÿò â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ñõåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé Íåðîíà

òîðîâ T℘.

Ñôîðìóëèðîâàííîå â [19] äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíà äëÿ ýòî-

ãî óäîâëåòâîðÿòü àôôèííàÿ ñõåìà X, ñîñòîèò â òîì, ÷òî å¼ ãðóïïà Ok℘-òî÷åê

X(Ok℘) äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû k℘-

òî÷åê òîðà T (îáîçíà÷èì å¼ U ⊂ T (k℘)). Ñõåìà âèäàX
′

Ok℘
= Spec A

′
(T̂ ) îáëàäàåò

ýòèì ñâîéñòâîì, ÷òî áóäåò äîêàçàíî âìåñòå ñ äðóãèìè ñâîéñòâàìè ñòàíäàðòíîé

ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî è ñîîòâåòñòâóþùèõ åé ìîäåëåé íàä ëîêàëüíûì ïîëåì â

ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ äàííîé ãëàâû.

3.3. Ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä

ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Äîêàæåì íåñêîëüêî èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì ñâîéñòâ ñòàíäàðòíîé öåëîé

ìîäåëè íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, îíè â çíà-

÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîâòîðÿþò ñâîéñòâà ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî íàä ëîêàëüíûì

ïîëåì, ïîäðîáíî èçó÷åííûå â [22], õîòÿ èõ äîêàçàòåëüñòâî ïðèä¼òñÿ ìîäèôèöè-

ðîâàòü.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà äëÿ êðàòêîñòè èçìåíèì èñïîëüçîâàâøèåñÿ îáîçíà÷åíèÿ. Äà-

ëåå â äàííîé ðàáîòå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü àë-

ãåáðàè÷åñêîãî òîðà T íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k, ÷åðåç A(T̂ ) � àëãåáðó

Õîïôà, ñïåêòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñõåìà X, à ÷åðåç X℘ � èíäóöèðóåìûå åé

ìîäåëè íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè.

Âíà÷àëå äîêàæåì ñâîéñòâî çàìêíóòûõ âëîæåíèé äëÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìî-

äåëè íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâó ìîäåëè Âîñêðå-

ñåíñêîãî íàä ëîêàëüíûì ïîëåì.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü S, T � k-òîðû, ðàçëîæèìûå íàä ïîëåì L (çäåñü

k è L � ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë). Ïóñòü G = Gal(L/k) è ñóùåñòâóåò G-
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ýïèìîðôèçì β : Ŝ → T̂ (îí èíäóöèðóåò âëîæåíèå ñàìèõ òîðîâ α : T → S,

ýïèìîðôèçì ãðóïïîâûõ êîëåö βL : L[Ŝ] → L[T̂ ] è ýïèìîðôèçì êîëåö ðåãóëÿð-

íûõ ôóíêöèé βk : k[S] → k[T ]). Ïóñòü Y = Spec A(Ŝ) è X = Spec A(T̂ )

� ñòàíäàðòíûå öåëûå ìîäåëè òîðîâ S è T ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) A(T̂ ) = (A(Ŝ)/I), ãäå I = A(Ŝ) ∩Ker βk;

2) I = A(Ŝ)∩ J , ãäå J � èäåàë â àëãåáðå Õîïôà k[S], ïîðîæä¼ííûé ýëåìåí-

òàìè (xij − cj), i = 1,m, j = 1, n, I ≡ J ïî ìîäóëþ ℘-êðó÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1) äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äî-

êàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè àëãåá-

ðàè÷åñêîãî òîðà íàä ëîêàëüíûì ïîëåì, ðàññìîòðåííîå â ðàáîòå [22]. Äîêàæåì

óòâåðæäåíèå 2).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a ∈ Ker βL, îí ìîæåò áûòü íåêîòîðûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå a =
∑

i aiζi, ãäå ζi ∈ Ŝ, ai ∈ L (çàïèñàííàÿ

ñóììà íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íàÿ). Îòñþäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

0 = βL(a) = βL(
∑

i aiζi) =
∑

i aiβL(ζi). Âûäåëèì âî ìíîæåñòâå {ζi} ïîäìíî-

æåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì βL(ζi), è íà èõ îñíîâå ïåðå-

íóìåðóåì ζi äâîéíûìè èíäåêñàìè âèäà ζij òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j1, j2 âûïîë-

íÿåòñÿ βL(ζij1) = βL(ζij2) = ξi. Òîãäà ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

0 =
∑

i(
∑

j aij)ξi. Òàê êàê ïðè ýïèìîðôèçìå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû

ïåðåõîäÿò â ëèíåéíî íåçàâèñèìûå (à òåïåðü îíè ñãðóïïèðîâàíû òàê, ÷òî âñå ξi

ðàçëè÷íû), òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ
∑

j aij = 0.

Èìåþùååñÿ âûðàæåíèå äëÿ a ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: a =∑
i

∑
j aijζij =

∑
i ζi1(

∑
j aijζijζ

−1
i1 ). Ïîñêîëüêó βL(ζi1)βL(ζ−1

i1 ) = βL(ζi1ζ
−1
i1 ) = 1,

òî β(ζ−1
i1 ) = ξ−1

i , ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì βL(ζijζ
−1
i1 ) = βL(ζij)βL(ζ−1

i1 ) = ξiξ
−1
i =

1, îòñþäà ζijζ
−1
i1 ∈ Ker β.

Òàê êàê äîêàçàíî, ÷òî
∑

j aij = 0, òî ai1 = −
∑

j>2 aij. Òîãäà ìîæíî çà-

65



ïèñàòü
∑

j aijζijζ
−1
i1 = ai1 +

∑
j>2 aijζijζ

−1
i1 = −

∑
j>2 aij +

∑
j>2 aijζijζ

−1
i1 =∑

j>2 aij(ζijζ
−1
i1 − 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ζ ∈ Ker β ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî (ζ−1) ∈ Ker βL, òîãäà ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ Ker βL ÿâëÿåòñÿ

èäåàëîì Õîïôà, ïîðîæä¼ííûì íàä L ýëåìåíòàìè âèäà ζ − 1, ãäå ζ ∈ Ker β.

Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ñòðóêòóðû Ker βL. Ïóñòü χ1, ..., χm � áàçèñ Ker β

êàê G-ìîäóëÿ, χ = χa1
1 χ

a2
2 ...χ

am
m , ai ∈ Z � ðàçëîæåíèå ïî ýòîìó áàçèñó ïðîèç-

âîëüíîãî õàðàêòåðà χ ∈ Ker β. Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé íåòðèâèàëüíîãî

ýëåìåíòà, òî åñòü χ 6= 1, òî ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî ai 6= 0. Ñ òî÷íîñòüþ äî

îáîçíà÷åíèÿ ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1 6= 0. Ýëåìåíò (χ− 1) ∈ Ker βL ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå χ−1 = χa1
1 χ

a2
2 ...χ

am
m −1 = χa1

1 (χa2
2 ...χ

am
m −1)+(χa1

1 −1). Åñëè a1 > 0,

òî ìîæíî âûðàçèòü χa1
1 − 1 = (χ1 − 1)(χa1−1

1 + χa1−2
1 + ... + 1), åñëè a1 < 0, òî

χa1
1 −1 = (χ−1

1 −1)(χa1+1
1 +χa1+2

1 + ...+ 1) = −χ−1
1 (χ1−1)(χa1+1

1 +χa1+2
1 + ...+ 1).

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ äëÿ âñåõ ai 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî Ker βL êàê èäåàë Õîïôà

ïîðîæäåíî íàä L ýëåìåíòàìè âèäà χi − 1, i = 1,m.

Ïóñòü òåïåðü χ ∈ Ŝ � ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð è ξ = β(χ). Òîãäà ïðè çàìåíå χ

åãî ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó L/k èìååò ìåñòî âûðàæåíèå ξ = β(f1ω1+...+fnωn) =

β(f1)ω1+...+β(fn)ωn, ãäå fi ∈ L[Ŝ]G, à çíà÷èò, β(fi) ∈ L[T̂ ]G. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî

âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî òîìó æå áàçèñó L/k õàðàêòåðà ξ = β(χ),

òî åñòü êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè õàðàêòåðà χ ïîä äåéñòâèåì β ïåðåõîäÿò

â êîîðäèíàòû ïðè ðàçëîæåíèè β(χ).

Ïóñòü rk T̂ = d, òîãäà rk Ŝ = m + d è äëÿ Ŝ ìîæíî âûáðàòü òàêîé áàçèñ

χ1, ..., χm+d, ÷òî β(χ1) = ... = β(χm) = 1, β(χm+i) = ξi, i = 1, d, ãäå {ξi} �

áàçèñ T̂ . Ïðè ýòîì â ñèëó ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ îáðàçóþùèå êîëåö A(Ŝ) è

k[S], ïîëó÷àåìûå ïðè ðàçëîæåíèè õàðàêòåðîâ èç áàçèñà {χj}, ïåðåõîäÿò â îáðà-

çóþùèå êîëåö A(T̂ ) è k[T ], ïîëó÷àåìûå ïðè ðàçëîæåíèè õàðàêòåðîâ èç áàçèñà

{ξi}. Ïîýòîìó ýïèìîðôèçì β îïðåäåëÿåò òàêæå ñâÿçàííûå ñ íèì ãîìîìîðôèçìû
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βk : k[S]→ k[T ] è βOk : A(Ŝ)→ A(T̂ ).

Ïóñòü ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó L/k áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ χi, i = 1,m èìååò

âèä χi =
∑n

j=1 xijωj, à ðàçëîæåíèå 1L ∈ L[Ŝ] èìååò âèä 1 =
∑n

j=1 cjωj, ïðè÷¼ì

xij ∈ Ok, cj ∈ Ok, òàê êàê áàçèñ {ωj} öåëûé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà

âèäà (χi − 1) ∈ Ker βL èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: 0 = βL(χi − 1) =

βL(
∑n

j=1 xijωj)−βL(
∑n

j=1 cjωj) =
∑n

j=1 βL(xij−cj)ωj =
∑n

j=1 βk(xij−cj)ωj. Ýòî

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, n âûïîëíÿåòñÿ (xij−cj) ∈ Kerβk ⊂ KerβL.

Èç òîãî æå ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îáðàçóþùèå èäåàëà Ker βL âèäà χi − 1,

i = 1,m ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòû (xij−cj), i = 1,m, j = 1, n ëèíåéíî íàä

OL. Òîãäà â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ Ker βL ìîæíî âçÿòü ýòè ýëåìåíòû. Ïðè÷¼ì

îíè áóäóò G-èíâàðèàíòíû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàìè Ker βk.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a ∈ Ker βk. Òàê êàê Ker βk ⊂ Ker βL, òî

a ∈ Ker βL. Ïóñòü åãî âûðàæåíèå ÷åðåç ðàíåå âûáðàííûå îáðàçóþùèå èìååò

âèä a =
∑m

i=1
∑n

j=1(xij − cj)fij, ãäå fij ∈ L[Ŝ]. Äîïîëíèì 1 ∈ k äî áàçèñà L/k.

Ïîëó÷åííûé áàçèñ ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ áàçèñîì ωj è íå áûòü öåëûì, íî ðàç-

ëîæåíèå ïî íåìó äëÿ ýëåìåíòîâ L[Ŝ] ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì ýòîò áàçèñ ÷åðåç

ηj. Ðàñêëàäûâàÿ fij ïî âûáðàííîìó áàçèñó, ïîëó÷èì äëÿ ýëåìåíòà a âûðàæåíèå

âèäà a =
∑n

l=1(
∑m

i=1
∑n

j=1(xij − cj))f l
ijηl, ãäå f

l
ij ∈ k[S]. Ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà-

÷åíèÿ ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî η1 = 1. Òîãäà òàê êàê a ∈ Ker βk, òî â ðàçëîæåíèè a

íåíóëåâûì áóäåò åäèíñòâåííûé êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé η1. Â òàêîì ñëó÷àå

a =
∑m

i=1
∑n

j=1(xij − cj))f 1
ij η1. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè a ïîëó÷àåì, ÷òî Ker βk

êàê èäåàë Õîïôà â àëãåáðå k[S] ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè âèäà xij − cj.

Èíòåðåñóþùèé íàñ èäåàë I ïðè ýòîì èìååò âèä I = A(Ŝ) ∩ Ker βk. Ïðåäëî-

æåíèå äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî çàìêíóòûõ âëîæåíèé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå òîðû

íàä ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è èõ ñòàíäàðòíûå öåëûå ìîäåëè ñ ïîìîùüþ

çàäàíèÿ ïîäõîäÿùåãî òîðà S è ýïèìîðôèçìà β àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî îïè-
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ñûâàëîñü â ãëàâå 2 äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ.

Äàëåå ïîñòðîèì ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü êâàçèðàçëîæèìîãî àëãåáðàè÷å-

ñêîãî òîðà ñïåöèàëüíîãî âèäà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïóñòü T � êâàçèðàçëîæèìûé òîð âèäà T = RF/k(Gm), ãäå k ⊂ F ⊂ L �

ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Òîãäà â ãðóïïå õàðàêòåðîâ T̂ áàçèñ χ1, ..., χd, ãäå

d = rk T̂ , ìîæíî âûáðàòü ïåðìóòàöèîííûì, ïîýòîìó äàëåå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

îí ïåðìóòàöèîííûé. Ïóñòü G1 ⊂ G � ñòàáèëèçàòîð áàçèñíîãî õàðàêòåðà χ1.

Òîãäà T̂ ∼= Z[G/G1], F = LG1 è õàðàêòåð χ1 ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó

ðàñøèðåíèÿ F/k (âñå ýòè óñëîâèÿ ñëåäóþò èç ñâîéñòâ àôôèííîé ðåàëèçàöèè

àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà, áîëåå ïîäðîáíî ñì. [22]). Ñòðóêòóðà ñòàíäàðòíîé öåëîé

ìîäåëè òîðà T îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Â óñëîâèÿõ ââåä¼ííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé ñòàíäàðòíàÿ

öåëàÿ ìîäåëü ïðîñòåéøåãî êâàçèðàçëîæèìîãî òîðà T = RF/k(Gm) åñòü ñõåìà

X = Spec Ok[x1, x2, ..., xn, y
−1], ãäå n = [L : k], y � íåêîòîðàÿ ôîðìà ñòåïåíè n

îò ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê áàçèñ T̂ âûáðàí ïåðìóòàöèîííûì, âñå áàçèñíûå

õàðàêòåðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç χ1 â âèäå χi = χδi1 , δi ∈ G1, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

χ1 =
∑n

j=1 xjωj, ãäå {ωj} � êàêîé-ëèáî öåëûé áàçèñ L/k, òî χi =
∑n

j=1 xjω
δi
j .

Çàìåíÿÿ êàæäûé êîýôôèöèåíò ωδij ∈ L åãî ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó L/k, ïîëó÷à-

åì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó âñåõ χi, i 6= 1, ïîëèíîìèàëü-

íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû χ1. Àíàëîãè÷íî êîýôôèöèåíòû âñåõ χ−1
i

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû χ−1
1 èç ðàçëîæåíèÿ χ−1

1 =
∑n

j=1 yjωj. Ñëå-

äîâàòåëüíî, öåëàÿ ìîäåëü T èìååò âèä X = Spec A(T̂ ), ãäå A(T̂ ) = Ok[xj, yj].

Îäíàêî îñòà¼òñÿ âîïðîñ, âûðàæàþòñÿ ëè êîýôôèöèåíòû χ−1
1 ÷åðåç êîýôôèöè-

åíòû χ1. Ðàññìîòðèì õàðàêòåð χ = χ1χ2...χd, ãäå d = dim T = rk T̂ . Òàê êàê G

äåéñòâóåò íà áàçèñå T̂ ïåðåñòàíîâêàìè, òî î÷åâèäíî, ÷òî χ ∈ (T̂ )G.

Èç èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ L[T̂ ] =
⊕n

i=1(L[T̂ ]Gωi) ñëåäóåò, ÷òî χ =
∑n

i=1 fiωi,
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ãäå fi ∈ k[T ]. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò áàçèñ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ω1 = 1, òîãäà

ωi /∈ k, i > 1 (âîçìîæíî, âûáðàííûé áàçèñ íå áóäåò öåëûì, íî çäåñü ýòî íåñóùå-

ñòâåííî). Âìåñòå ñ óñëîâèåì χ ∈ (T̂ )G ýòî îçíà÷àåò, ÷òî χ = f1 · 1. Ïóñòü òåïåðü

{ξi} � öåëûé áàçèñ L/k. Ýëåìåíò 1 = 1L = 1k èìååò íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå

ïî ýòîìó áàçèñó: 1 =
∑n

i=1 ciξi, ïðè÷¼ì ∀i = 1, n ci ∈ Ok, òàê êàê áàçèñ {ξi}

öåëûé. Îòñþäà χ = f1
∑n

i=1 ciξi =
∑n

i=1 f1ciξi. Ïðè÷¼ì, òàê êàê ýòî ðàçëîæåíèå

χ ïî öåëîìó áàçèñó L/k, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f1ci ∈ A(T̂ ) ∀i = 1, n. Åñëè áû

ïðè ýòîì èìåëî ìåñòî f1 /∈ A(T̂ ), òî åñòü f1 = gh−1, g ∈ A(T̂ ), h ∈ Ok, òî

äîëæíî áûëî áû âûïîëíÿòüñÿ h | ci ∀i = 1, n, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ci ÿâ-

ëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà 1 ïî áàçèñó L/k è ïîýòîìó

âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, f1 ∈ A(T̂ ). Òàê êàê ýëåìåíò

1 îáðàòåí ñàì ñåáå â L, òî ìîæåì çàïèñàòü f1 = χ · 1, òàê êàê îáà ñîìíîæè-

òåëÿ ïîëèíîìèàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç {xj} íàä L, òî f1 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé

ôîðìîé îò ïåðåìåííûõ xj. Â ñèëó òîãî, ÷òî χ ∈ T̂ , èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå

ðàçëîæåíèå äëÿ îáðàòíîãî õàðàêòåðà: χ−1 = g1
∑n

i=1 ciξi, g1 ∈ A(T̂ ). Åñëè ïîñëå

ýòîãî ðàññìîòðåòü î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî χ−1
1 = χ2χ3...χdχ

−1, òî åãî ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå
∑n

j=1 yjξj = (
∏d

i=2(
∑n

j=1 xjξ
δi
j )) · g1 · (

∑n
i=1 ciξi). Ðàñêðûâ ñêîáêè

è çàìåíèâ ñîìíîæèòåëè ξδij ξi èõ ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå yj

ïîëèíîìèàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå xj, j = 1, n, è g1. Îáîçíà÷èâ

f1 = y, g1 = y−1, ìîæåì îêîí÷àòåëüíî çàïèñàòü X = Spec Ok[x1, x2, ..., xn, y
−1].

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3.1. Âíîâü âåðí¼ìñÿ ê ñëîþX℘ = X×Spec OkSpecOk℘. Óòâåðæäå-

íèÿ ïðåäëîæåíèé 3.1 è 3.2 âûïîëíÿþòñÿ òàêæå è äëÿ öåëûõ ìîäåëåé âèäà X℘ =

Spec A℘(T̂ ), ãäå A℘(T̂ ) = Ok℘[xij, yij], òàê êàê Ok℘[xij, yij] = Ok℘ ⊗Ok Ok[xij, yij].

Òå îòëè÷èÿ, ÷òî ωj â ðàñøèðåíèÿõ ëîêàëüíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ íå áàçèñîì, à

ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ, è ÷òî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G℘ íà T̂ ïî ñðàâíåíèþ ñ

äåéñòâèåì G íà T̂ êàæäîé îðáèòå ñîîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå äèçúþíêòíîå îáú-
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åäèíåíèå îðáèò, êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, íå ìåíÿþò äîêàçàòåëüñòâî, òàê êàê ýòè

îòëè÷èÿ â ñòðóêòóðå T̂ íèãäå íå èñïîëüçóþòñÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì îòâåòèòü íà âîïðîñ î ñîâïàäåíèè êàíîíè÷åñêîé è ñòàíäàðò-

íîé öåëûõ ìîäåëåé ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåáðàè-

÷åñêèõ ÷èñåë. Íåîáõîäèìîå ðàññóæäåíèå áóäåò ïðîâåäåíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå

(ïðè ýòîì òàêæå áóäåò äîêàçàíî ñâîéñòâî öåëûõ ìîäåëåé, òðåáóåìîå äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà).

3.4. Ñîâïàäåíèå êàíîíè÷åñêîé è ñòàíäàðòíîé ìîäåëåé

Äîêàæåì ñôîðìóëèðîâàííîå ðàíåå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî òîðà, îïðåäåëåííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, åãî êàíîíè÷åñêàÿ

è ñòàíäàðòíàÿ öåëûå ìîäåëè ñîâïàäàþò. Âíà÷àëå çàôèêñèðóåì èñïîëüçóåìûå

îáîçíà÷åíèÿ è äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïóñòü S = RF/k(Gm) � ïðîñòåéøèé êâàçèðàçëîæèìûé òîð, îïðåäåë¼ííûé

íàä ïîëåì k, ÿâëÿþùèìñÿ ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, è èìåþùèé ïîëå ðàçëî-

æåíèÿ L, ïðè÷¼ì ðàñøèðåíèå L/k ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà è èìååò öåëûé

áàçèñ. Äàëåå, ïóñòü G = Gal(L/k), [L : k] = n, F ⊂ L, [F : k] = m 6 n. Çàìå-

òèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñøèðåíèå F/k ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ íîðìàëüíûì, åñëè

F 6= L. Ïóñòü k℘ � ïîïîëíåíèå îñíîâíîãî ïîëÿ k ïî íåêîòîðîìó ℘-àäè÷åñêîìó

äèñêðåòíîìó íîðìèðîâàíèþ (îáîçíà÷èì åãî ν℘); çàòåì, FPi
, i = 1,mF � âñå

âîçìîæíûå ïîïîëíåíèÿ F ïî ïðîäîëæåíèÿì äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ν℘ íà

F ; íàêîíåö, LP̃j
, j = 1,mL � âñå âîçìîæíûå ïîïîëíåíèÿ L ïî ïðîäîëæåíèÿì

ν℘ íà L. Åñëè F 6= L, òî âîçìîæíî, ÷òî mF < mL.

Ïóñòü ω1, ..., ωm � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ F/k, à ω1, ..., ωn � áàçèñ L/k, äî êî-

òîðîãî åãî ìîæíî äîïîëíèòü (âîîáùå ãîâîðÿ, òàêæå ïðîèçâîëüíûé). Îáîçíà-

÷èì F
(mF )
P = FP1

⊕ ... ⊕ FPmF
è L

(mL)
P = LP̃1

⊕ ... ⊕ LP̃mL
. Òîãäà èçâåñòíî

(ñì. [2]), ÷òî ω̂1, ..., ω̂m, ãäå ω̂i = (ωi, ..., ωi) (ñîäåðæèò mF êîìïîíåíòîâ), áóäåò

áàçèñîì F
(mF )
P êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä k℘, àíàëîãè÷íî ω̂1, ..., ω̂n, ãäå
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ω̂i = (ωi, ..., ωi) (ñîäåðæèòmL êîìïîíåíòîâ) áóäåò áàçèñîì L
(mL)
P êàê âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà íàä k℘ (âûïîëíåíèå óêàçàííûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò èç èçîìîðôèçìà

F ⊗k k℘ ∼=
⊕

FPi
è àíàëîãè÷íîãî äëÿ L). Ïðè÷¼ì

∑mF

j=1[FPi
: k℘] = [F : k]

è àíàëîãè÷íî
∑mL

j=1[LP̃i
: k℘] = [L : k]. Áîëåå òîãî, òàê êàê ðàñøèðåíèå L/k

íîðìàëüíîå, òî ∀i = 1,m [LP̃i
: k℘] = n/mL è âñå ïîëÿ âèäà LP̃i

ïîïàðíî

k℘-èçîìîðôíû.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü S℘ = S×Spec k℘, SPi
= RFPi

/k℘(Gm), SP = SP1
×...×SPmF

.

Òîãäà S℘ ∼= SP.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè mF = 1, óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî mF > 1. Èç êîíñòðóêöèè òîðîâ S℘ è SP ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íèõ îáîèõ

îñíîâíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ k℘. Äàëåå, ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ìè-

íèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ k℘, ñîäåðæàùåãî ïîëå L. Îíî, î÷åâèäíî, áóäåò

ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ S℘ (îáîçíà÷èì ýòî ïîëå L℘). Òåïåðü ðàññìîòðèì íîð-

ìàëüíîå çàìûêàíèå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ k℘, ñîäåðæàùåãî âñå ïîëÿ LPi
(êîòîðûå

âñå ðàâíû LP1
), îíî î÷åâèäíî, áóäåò ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ SP (îáîçíà÷èì ýòî

ïîëå LP). Íî èç òàêîãî çàäàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàñøèðåíèÿ k℘ ñîâïà-

äàþò, òî åñòü L℘ = LP (ðàññóæäåíèå âûøå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìèíèìàëüíûå ïîëÿ

ðàçëîæåíèÿ óêàçàííûõ òîðîâ ñîâïàäàþò, íî òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ëþáîå

ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ S℘ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ SP è îáðàòíî,

ïîýòîìó íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â íàøåì ñëó÷àå LP áûëî ìèíèìàëüíûì).

Òàê êàê îñíîâíîå ïîëå è ïîëå ðàçëîæåíèÿ ó òîðîâ S℘ è SP îäíè è òå æå,

òåïåðü äëÿ âûïîëíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ ëåììû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî (ñì. [2]),

÷òîáû áûëè èçîìîðôíû ìîäóëè õàðàêòåðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ òîðîâ. Ïðåæäå

÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ìîäóëÿ õàðàêòåðîâ òîðà S℘, íàïîìíèì, êàêîâà

êîíñòðóêöèÿ ìîäóëÿ õàðàêòåðîâ òîðà S (îáîçíà÷èì åãî Ŝ) è êàê îíà ìåíÿåòñÿ

ïðè ðàñøèðåíèè ïîëÿ êîíñòàíò äî k℘. Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî êîíñòðóêöèÿ Ŝ
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êàê ãðóïïû ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ è âñå îòëè÷èÿ â êîíñòðóêöèè Ŝ êàê ìîäóëÿ

ñâÿçàíû ñ äåéñòâèåì ãðóïï Ãàëóà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåíèé ïîëåé.

Äàëåå, èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî áàçèñ ìîäóëÿ õàðàêòåðîâ Ŝ ïðîñòåéøåãî êâà-

çèðàçëîæèìîãî òîðà ìîæíî âûáðàòü ïåðìóòàöèîííûì, òîãäà âñå áàçèñíûå õà-

ðàêòåðû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ëþáîé îäèí èç íèõ ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ

ãðóïïû G. Ïóñòü, íàïðèìåð, χj = χ
δj
1 , δj ∈ G, ãäå j = 1, d, Ŝ = 〈χ1, ..., χd〉,

d = rk Ŝ, δ1 = ε, ãäå ε � òîæäåñòâåííûé õàðàêòåð.

Ïóñòü α � êàêîé-ëèáî ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F íàä k, pα(x) � åãî

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Òàê êàê ðàñøèðåíèå F/k ñåïàðàáåëüíî, à L/k íîð-

ìàëüíî è ñåïàðàáåëüíî, òî pα(x) =
∏n

j=1(x− αj), ãäå αj � êîðíè pα(x), ïðè÷¼ì

âñå îíè ðàçëè÷íû, ëåæàò â L è â ñîâîêóïíîñòè ïîðîæäàþò L íàä k (íî íå

îáÿçàòåëüíî âñå êîðíè ëåæàò â F , òàê êàê F/k ìîæåò íå áûòü íîðìàëüíûì;

óñëîâèìñÿ, ÷òî α1 = α ∈ F ). Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò G ïåðåâîäèò êîðåíü

pα(x) òàêæå â êîðåíü pα(x), ïðè ýòîì |G| = n è d = m 6 n, òîãäà ìîæíî

óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïïû G è áàçèñíûìè õàðàêòåðà-

ìè ìîäóëÿ Ŝ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàôèêñèðóåì îäèí êîðåíü α1 ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà pα(x) è îäèí áàçèñíûé õàðàêòåð χ1, çàòåì ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì

L[Ŝ] ∼= L ⊗ k[S] ∼=
⊕n

i=1 k[S]ωi, âûïîëíÿþùèéñÿ äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî

òîðà. Â êà÷åñòâå {ωi} âîçüì¼ì ñòåïåííîé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñòåïåíåé ýëåìåí-

òà α1. Òîãäà äëÿ χ1 áóäåì èìåòü ðàçëîæåíèå âèäà χ1 =
∑n

i=1 xi1α
i
1, xi1 ∈ k[S].

Êàæäûé áàçèñíûé õàðàêòåð χj ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ íà

χ1 ýëåìåíòà δ1j ∈ G, ïåðåâîäÿùåãî α1 â αj, ïðè ýòîì δ11 = ε (íî ïðè F 6= L âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó áàçèñíûìè õàðàêòåðàìè è ýëåìåíòàìè

G, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò, òàê êàê íà χ1 ìîãóò îäèíàêîâî äåéñòâîâàòü íåñêîëü-

êî ýëåìåíòîâ G). Òàê êàê òîð S ïðîñòåéøèé êâàçèðàçëîæèìûé, òî èçâåñòíî, ÷òî

d = [F : k] = m è ∀j = 1, d OG(χj) = {χ1, ..., χd}, òî åñòü îðáèòà êàæäîãî áà-

çèñíîãî õàðàêòåðà χj ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ Ŝ (äëÿ
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êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü óêàçàííóþ îðáèòó OG(χ1)).

Òàê êàê ìû óñëîâèëèñü, ÷òîmF > 1, èçâåñòíî, ÷òî [FPi
: k℘] < [F : k] äëÿ ëþ-

áîãî i = 1,mF . Â òàêîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí pα(x) ïðèâîäèì â k℘[x]. Ðàññìîòðèì

êîðíè ìíîãî÷ëåíà pα(x), ëåæàùèå â F . Êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì

ýëåìåíòîì F íàä k è ïî çàäàíèþ îñòà¼òñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì è äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ðàñøèðåíèÿ FPi
íàä k℘. Íî íàä k℘ ìèíèìàëüíûì äëÿ ýòîãî

êîðíÿ ÿâëÿåòñÿ óæå íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí p
(P)
αi (x)|pα(x). Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî

ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòûìè èäåàëàìè Pi

(êîòîðûå ïðè ýòîì íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëÿìè

FPi
) è íåïðèâîäèìûìè ìíîæèòåëÿìè â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà pα(x) â k℘[x].

Ïðè ýòîì êàæäûé íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü áóäåò ñîäåðæàòü õîòÿ áû îäèí ïðè-

ìèòèâíûé ýëåìåíò F íàä k. Îáîçíà÷èì ýòî ðàçëîæåíèå pα(x) =
∏m

i=1 p
(P)
αti

(x),

òîãäà ãðóïïà GP = Gal(LP/k℘) (îäíà è òà æå, òàê êàê â ñèëó ñêàçàííîãî ðà-

íåå âñå ðàñøèðåíèÿ FPi
/k℘ âêëàäûâàþòñÿ â íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ, ðàâíûå

LP/k℘) ñâîèì äåéñòâèåì ïåðåâîäèò äðóã â äðóãà òîëüêî áàçèñíûå õàðàêòåðû,

ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì îäíîãî è òîãî æå ìíîãî÷ëåíà p
(P)
αti

(x) (ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà îäíîãî èç ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ FPi
íàä k℘). Â ñèëó ðàíåå

ââåä¼ííîãî áèåêòèâíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìíîæåñòâî OG(χ1) ïðè ýòîì ïðèíèìàåò

âèä OG(χ1) =
⊔m
i=1 OGP

(χti).

Òåïåðü, êîãäà äåéñòâèå ãðóïïûGP íà ýëåìåíòû ìîäóëÿ Ŝ℘ óñòàíîâëåíî, îïðå-

äåëèì òèï òîðà S℘. Èçâåñòíî, ÷òî rk Ŝ℘ = rk Ŝ è äåéñòâèå ýëåìåíòîâ GP íà

áàçèñíûå õàðàêòåðû èç Ŝ℘ òàêîå æå, êàê ó ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ G. Ñëå-

äîâàòåëüíî, òîð S℘ îñòà¼òñÿ êâàçèðàçëîæèìûì. Ïîëó÷åííîìó âûøå ðàçáèåíèþ

ìíîæåñòâà áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ OG(χ1) â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñîîòâåò-

ñòâóåò êîíñòðóêöèÿ âèäà S℘ ∼= S℘1
× ...×S℘m, ãäå S℘i � òîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå

OGP
(χti) (ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ âñåõ èõ îñòà¼òñÿ LP). Íàêîíåö, èçâåñòíî, ÷òî

äåéñòâèå GP âíóòðè êàæäîé èç îðáèò ïåðåâîäèò êàæäûé áàçèñíûé õàðàêòåð â
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êàæäûé äðóãîé áàçèñíûé, ïîýòîìó òîðû S℘i ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè êâàçèðàç-

ëîæèìûìè è óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ðàíåå ââåä¼ííàÿ â ðàññìîòðåíèå k℘-àëãåáðà F
(mF )
P ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé

ëîêàëüíûõ ïîëåé FPi
, ïðè÷¼ì êàæäîå ðàñøèðåíèå FPi

/k℘, áóäó÷è ðàñøèðåíè-

åì ëîêàëüíûõ ïîëåé, èìååò öåëûé áàçèñ. Áàçèñ àëãåáðû F
(mF )
P íàä ïîëåì k℘,

ïîëó÷åííûé ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì öåëûõ áàçèñîâ ïîëåé FPi
íàä k℘, áóäåì

íàçûâàòü öåëûì áàçèñîì. Îòìåòèì, ÷òî â F
(mF )
P åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäå-

ëÿåòñÿ öåëàÿ ïîäñòðóêòóðà � Ok℘-àëãåáðà
⊕

i OFPi
. Äëÿ ýòîé àëãåáðû öåëûé

áàçèñ F
(mF )
P íàä k℘ ÿâëÿåòñÿ öåëûì áàçèñîì êàê äëÿ Ok℘-ìîäóëÿ. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì îïðåäåëèì öåëûé áàçèñ äëÿ L
(mL)
P íàä k℘.

Ëåììà 3.2. Åñëè {ωi} � öåëûé áàçèñ L/k, òî è {ω̂i} � öåëûé áàçèñ L
(mL)
P /k℘.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî {ωi} � öåëàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ äëÿ ðàñøèðåíèÿ

ëîêàëüíûõ ïîëåé LP/k℘. Èç òîãî, ÷òî ïî çàäàíèþ LP ïîðîæäåíî íàä k℘ âñåìè

ýëåìåíòàìè L, à L = k(ω1, ..., ωn), ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò a ∈ LP ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû a =
∑n

i=1 aiωi. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà

îáðàçóþùèõ {ωi} öåëàÿ. Ïðè ðàçëîæåíèè ïî íåé ýëåìåíòîâ èç L êîýôôèöèåí-

òû ïðè ωi ëåæàò â Ok ⊂ Ok℘, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå ìû ïî óñëîâèþ èìååì

ðàçëîæåíèå ïî öåëîìó áàçèñó L/k. Åñëè æå ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò èìååò

âèä a ∈ LP, a /∈ L, òî, êàê èçâåñòíî èç êîíñòðóêöèè ℘-àäè÷åñêîãî ïîïîëíåíèÿ

ïîëÿ ïî ïîêàçàòåëþ, a = limj→∞ a
(j), ãäå a(j) ∈ L, {a(j)} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ýëåìåíòû a(j) ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî {ωi}, ïóñòü

ðàçëîæåíèå èìååò âèä a(j) =
∑n

i=1 a
(j)
i ωi, ïðè÷¼ì ýòî ðàçëîæåíèå îäíîçíà÷íîå

êàê ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó è a
(j)
i ∈ Ok. Èç ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ ïðåäåëà ïîëó÷à-

åì, ÷òî a = limj→∞ a
(j) =

∑n
i=1(limj→∞ a

(j)
i )ωi. Íî èç êîíñòðóêöèè ℘-àäè÷åñêîãî

ïîïîëíåíèÿ èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî åñëè a
(j)
i ∈ Ok, òî limj→∞ a

(j)
i ∈ Ok℘. À ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà a ïî ñèñòåìå îáðàçóþ-
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ùèõ {ωi} öåëûå, òî åñòü â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè a îíà öåëàÿ.

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. Òîò ôàêò, ÷òî {ω̂i}� áàçèñ L
(mL)
P /k℘,

èçâåñòåí (ñì. [2]). Äîêàæåì, ÷òî ýòî öåëûé áàçèñ. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïî

äàííîìó áàçèñó ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ L(mL)
P . Ïóñòü ýòî ðàçëîæåíèå èìååò

âèä a =
∑n

i=1 aiω̂i. Òàê êàê L
(mL)
P = LP1

⊕...⊕LPm
, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïîëó÷åí-

íîå ðàçëîæåíèå â âèäå a = (a(1), ..., a(m)), ãäå a(j) ∈ LP, j = 1,m, ïðè÷¼ì ïðåä-

ñòàâëåíèå â òàêîì âèäå îäíîçíà÷íî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî çàäàíèþ ω̂i = (ωi, ..., ωi),

ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçëîæåíèþ a =
∑n

i=1 aiω̂i ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå äëÿ êàæäî-

ãî èç åãî êîìïîíåíòîâ âèäà a(j) =
∑n

i=1 a
(j)
i ωi. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå a

(j)
i ∈ Ok℘,

òîãäà è ýëåìåíòû âèäà ai = (a
(1)
i , ..., a

(m)
i ) öåëûå ïî çàäàíèþ, òàê êàê âñå èõ

êîìïîíåíòû öåëûå. Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó â ðàññóæäåíèè âûøå íå èñïîëüçîâàëàñü íîðìàëüíîñòü ðàñøèðå-

íèÿ, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äëÿ ïîëÿ F äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè {ωi} � öåëûé

áàçèñ F/k, òî {ω̂i} � öåëûé áàçèñ F
(mF )
P /k℘.

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ñëåäóþùåé ëåììû íåìíîãî èçìåíèì êîíñòðóêöèþ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ òîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F δi ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ íà F ýëåìåíòà

δi ∈ G, i = 1, n. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå k ⊂ F δi ⊂ L.

Ïóñòü α1 � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F íàä k, pα(x) � åãî ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí, {α1, ..., αm} � ìíîæåñòâî êîðíåé pα(x).

Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ïîëÿìè FPi
, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîëó÷åíî ïîïîëíåíèåì F ïî ïðîñòîìó

èäåàëó Pi, ëåæàùåìó íàä íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ïðîñòûì èäåàëîì ℘ ⊂ k,

è ïðîñòûìè ìíîæèòåëÿìè â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà pα(x), ðàññìàòðèâàåìîãî

â k℘[x]. Âîçüì¼ì â ýòîì ðàçëîæåíèè ïî îäíîìó êîðíþ èç êàæäîãî ìíîæèòå-

ëÿ è îáîçíà÷èì èõ αij , j = 1,mF , mF 6 m (â ÷àñòíîñòè, αi1 = α1). Äàëåå,

ïóñòü δ1j � òàêîé ýëåìåíò G, êîòîðûé ïåðåâîäèò êîðåíü α1 â αj (â ÷àñòíîñòè,

δ11 = ε). Òîãäà âñå ïîëÿ âèäà F δ1j áóäóò ðàçëè÷íûìè è êàæäîå áóäåò ñîäåðæàòü
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åäèíñòâåííûé ïðîñòîé èäåàë Pij êîëüöà OF , ëåæàùèé íàä ℘, ïðè÷¼ì â ñîâîêóï-

íîñòè îíè áóäóò ñîäåðæàòü âñå òàêèå èäåàëû. Îáîçíà÷èì ïîïîëíåíèå ïîëÿ F δ1j

ïî èäåàëó Pij ÷åðåç (F δ1j)Pij
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F δ1j ∼= F è k ⊂ F δ1j , à êîíñòðóê-

öèÿ ℘-àäè÷åñêîãî ïîïîëíåíèÿ â ýòèõ ïîëÿõ îäèíàêîâà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè

íåêîòîðîì t ëîêàëüíûå ïîëÿ (F δ1j)Pij
è FPt

ÿâëÿþòñÿ k℘-èçîìîðôíûìè. Òàê

êàê âñå òàêèå èçîìîðôíûå ïàðû ïîëåé ðàçëè÷íû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî⊕
ij

(F δ1j)Pij

∼= F
(mF )
P (äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ýòó ïðÿìóþ ñóììó (F δ)

(mF )
P ).

Òîãäà òîð
∏

ij
(R(F δ1j )Pij

/k℘
(Gm)) ïî çàäàíèþ áóäåò èçîìîðôåí SP. Ïîýòîìó ìû

ìîæåì îòîæäåñòâèòü åãî ñ òîðîì SP, ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì îáîçíà÷àòü òàê

èìåííî ýòîò òîð. Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèå ëåììû 3.1 äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ.

Äëÿ îáåèõ êîíñòðóêöèé òîðà SP ïîëå L, ïîëå LP è àëãåáðà L
(mL)
P , ââåä¼ííûå

ðàíåå, îäíè è òå æå. Ïîñêîëüêó íóìåðàöèÿ Pij äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâåí-

íà, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè ìîæåì ñ÷èòàòü ij = j, äëÿ êðàòêîñòè áóäåì

ïèñàòü SP =
∏mF

t=1(R(F δt)Pt/k℘
(Gm)).

Îáñóäèì, êàê ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé íåîáõîäèìî âèäîèçìåíèòü ëåììó 3.2.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü áàçèñ ðàñøèðåíèÿ F/k âèäà {ωi}, i = 1,m, äëÿ F δt/k åìó

ñîîòâåòñòâóåò áàçèñ {ωδti }. Î÷åâèäíî, áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (F δ)
(mF )
P =

⊕mF

t=1 F
δt
Pt

íàä k℘, ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñó {ω̂i}, â òàêîì ñëó÷àå äîëæåí èìåòü âèä {ω̂(1)
i =

(ωi, ω
δ2
i , ..., ω

δmF
i )} (òàê êàê δ1 = ε). Ïðîâåðèì, ÷òî ïîëó÷åííûé îáúåêò áóäåò áà-

çèñîì íóæíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ F (mF )
P ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî a =
∑m

i=1 ciω̂i, ãäå ci ∈ k℘, òàê êàê {ω̂i} � áàçèñ ýòîãî âåêòîðíîãî

k℘-ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå, a = (a1, ..., amF
), ω̂i = (ωi, ..., ωi), òîãäà óêàçàííîå ðà-

âåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå aj =
∑m

i=1 ciωi, j = 1,mF . Ïîäåéñòâîâàâ íà êàæäîå

èç ðàâåíñòâ ñèñòåìû ýëåìåíòîì δj ∈ G ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì, ïîëó÷èì

ðàâåíñòâà a
δj
j =

∑m
i=1 ciω

δj
i . Ïî ïîñòðîåíèþ a

δj
j ∈ F

δj
Pj
, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò

(a1, a
δ2
2 , ..., a

δm
m ) ëåæèò â (F δ)

(mF )
P , ïðè÷¼ì â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ai îí ÿâëÿåò-

ñÿ òàêæå ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ñèëó áèåêòèâíîñòè
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ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ ëþáîé ýëåìåíò (F δ)
(mF )
P ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñèñòå-

ìå îáðàçóþùèõ {ωδjj }. Äîêàæåì, ÷òî ðàçëîæåíèå îäíîçíà÷íî. Åñëè áû ýëåìåíò

(a1, a
δ2
2 , ..., a

δm
m ) èìåë äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ, çàïèñûâàþùèåñÿ ñèñòåìàìè

ðàâåíñòâ âèäà a
δj
j =

∑m
i=1 ciω

δj
i è a

δj
j =

∑m
i=1 diω

δj
i , òî äåéñòâèå íà ñîîòâåòñòâó-

þùèå ðàâåíñòâà ýëåìåíòàìè δ−1
j ïîçâîëèëî áû ïîëó÷èòü äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëî-

æåíèÿ ýëåìåíòà a ïî áàçèñó {ω̂i}, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, {ω̂(1)
i } äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì (F δ)
(mF )
P . Òîò ôàêò, ÷òî åñëè áàçèñ {ωi} öåëûé, òî è {ω̂(1)

i }

öåëûé, äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.2.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü, ïîìèìî ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé, XT � ñòàíäàðò-

íàÿ, à X
′

T � êàíîíè÷åñêàÿ öåëàÿ ìîäåëü àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T . Òîãäà ñëîè

íàä ïîëåì k℘ ó XT è X
′

T ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïóñòü

T = S = RF/k(Gm), òî åñòü òîð T ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì êâàçèðàçëîæèìûì.

Èçó÷èì ñòðóêòóðó óêàçàííûõ ñëî¼â öåëûõ ìîäåëåé. Ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü

äëÿ S åñòü ñõåìà XS = Spec Ok[xij, yij], ãäå i = 1, n, j = 1, n, à xij, yij ∈ k[S] �

êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ χ1, ..., χn ìîäóëÿ Ŝ è îá-

ðàòíûõ èì ïî ñèñòåìå îáðàçóþùèõ {ωi}, ÿâëÿþùåéñÿ áàçèñîì ðàñøèðåíèÿ L/k.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, L ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíî èìåëî öåëûé áàçèñ

íàä k (âîçìîæíî, âûáðàííîå ïîëå íå áóäåò ìèíèìàëüíûì, íî äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ýòî íå èìååò çíà÷åíèÿ), ïîýòîìó óñëîâèìñÿ, ÷òî äàëåå {ωi} � öåëûé áàçèñ.

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè χ2, ..., χn âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû Ãàëóà ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû äëÿ χ1, ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî XS = Spec Ok[x1j, y1j]. Ñëîé ýòîé ñõåìû íàä k℘, î÷åâèäíî, èìååò âèä

XS℘ = Spec Ok[x1j, y1j]×Spec Ok℘ = Spec (Ok[x1j, y1j]⊗Ok℘) = Spec Ok℘[x1j, y1j].

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó S � ïðîñòåéøèé êâàçèðàçëîæèìûé òîð, âñå åãî õàðàê-

òåðû, â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñóþùèå íàñ χ1 è χ
−1
1 , ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî áàçèñó
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ðàñøèðåíèÿ F/k. Òî åñòü ìîæíî îáîçíà÷èòü ω1, ..., ωm êàêîé-ëèáî öåëûé áàçèñ

F/k (ïîêà óñëîâèìñÿ, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà F èìååò öåëûé áà-

çèñ íàä k) è âçÿòü â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû Õîïôà

êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè ýëåìåíòîâ χ1 è χ
−1
1 ïî ýòîìó áàçèñó. Ïîëó÷èì

XS℘ = Spec Ok℘[x1j, y1j], j = 1,m.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëîé êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëè òîðà S. Îí ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.6 òîðà S℘ =

S ×Spec k Spec k℘. Òàê êàê ïî ëåììå 3.1 èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì S℘ ∼= SP,

ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü âìåñòî ýòîãî ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü òîðà SP. Òàê

êàê SP = SP1
× ... × SPm

, òî k℘[SP] = k℘[SP1
] ⊗ ... ⊗ k[SPm

]. Êàæäûé èç òî-

ðîâ SPi
ìîæåò áûòü àôôèííî ðåàëèçîâàí êàê ñõåìà Spec k℘[SPi

], òîãäà SP =

Spec (k℘[SP1
] ⊗ ... ⊗ k[SPm

]). Êàê óïîìèíàëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1,

äëÿ êàæäîãî èç ïðîñòåéøèõ êâàçèðàçëîæèìûõ òîðîâ SPi
âñå áàçèñíûå õàðàêòå-

ðû ãðóïïû ŜPi
ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ ãðóïïû Ãàëóà ÷åðåç

îäèí èç áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû Ŝ (ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ýòî χi). Òàêèì îáðàçîì, åñëè η1, ..., ηs � öåëûé áàçèñ LP/k℘ (çäåñü s =

n/mL), à x
(P)
i1 , ..., x

(P)
is è y

(P)
i1 , ..., y

(P)
is � êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè ïî ýòîìó

áàçèñó ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåðîâ χi è χ
−1
i , òî ñëîé êàíîíè÷åñêîé ìîäåëèX

′

S òî-

ðà S íàä ïîëåì k℘ èìååò âèä X
′

S℘
= Spec (⊗mL

i=1Ok℘[x
(P)
i1 , ..., x

(P)
is , y

(P)
i1 , ..., y

(P)
is ]) =

Spec Ok℘[x
(P)
11 , ..., x

(P)
1s , y

(P)
11 , ..., y

(P)
1s , ..., x

(P)
mL1, ..., x

(P)
mLs, y

(P)
mL1, ..., y

(P)
mLs]. Ïðè÷¼ì, êàê

ðàíåå äëÿ S, äëÿ êàæäîãî òîðà SPi
= R(F δi)Pi

/k℘(Gm) õàðàêòåðû èç ŜPi
ìîæ-

íî ðàçëîæèòü ïî öåëîìó áàçèñó (F δi)Pi
/k℘ (ìû óñëîâèëèñü, ÷òî öåëûå áàçèñû

ñóùåñòâóþò äëÿ L/k è F/k, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñóùåñòâóþò è äëÿ LP/k℘ è

(F δi)Pi
/k℘). Òîãäà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè õàðàêòåðîâ χ1, ..., χmF

ïî öåëûì áàçèñàì (F δi)Pi
/k℘ ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ ãðóïïû Ãàëóà GP ìîæíî âû-

ðàçèòü êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè îñòàëüíûõ áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ. Ïóñòü

òåïåðü η
(i)
1 , ..., η

(i)
ti � öåëûå áàçèñû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåíèé (F δi)Pi

/k℘,
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çäåñü ti = [(F δi)Pi
: k℘] 6 [LP : k℘]), ïîëó÷èì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëîé èìååò

âèäX
′

S℘
= Spec Ok℘[x

(P)
11 , ..., x

(P)
1t1 , y

(P)
11 , ..., y

(P)
1t1 , ..., x

(P)
mF 1, ..., x

(P)
mF tmF

, y
(P)
mF 1, ..., y

(P)
mF tmF

].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îáðàçóþùèå, ïîðîæäà-

þùèå íàä Ok℘ êàæäóþ èç ñðàâíèâàåìûõ àëãåáð Õîïôà, ñïåêòðàìè êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî XS℘ è X
′

S℘
, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå äðóãîé.

Ãðóïïîâîå êîëüöî òîðà SP ïî èçîìîðôèçìó, ðàññìîòðåííîìó íàìè â ïóíêòå

1.10, èìååò âèä LP[ŜP] = LP ⊗ k℘[SP]. Ñ ó÷¼òîì ñêàçàííîãî âûøå î õàðàêòå-

ðàõ χi â í¼ì ëåæèò ýëåìåíò âèäà χ = (χ1, χ2, ..., χmL
). Êàæäûé èç õàðàêòå-

ðîâ χi, êàê ìû óæå óïîìèíàëè, èìååò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó (F δi)Pi
/k℘ âèäà

χi =
∑ti

j=1 x
(P)
ij η

(i)
j . Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ýòè ðàçëîæåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè çàäà-

þò ðàçëîæåíèå õàðàêòåðà χ ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà (F δ)
(mF )
P /k℘, êîòîðûé èìååò

âèä {η̂(P)
ij = (0, ..., 0, η

(i)
j , 0, ..., 0)}, òî åñòü íà i-ì ìåñòå ñòîèò j-é ýëåìåíò áàçèñà

(F δi)Pi
/k℘, à íà îñòàëüíûõ íóëè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå õàðàêòåðû χi èìåþò

òàêæå ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó F δi/k, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó

îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà (F δi)Pi
/k℘ (õîòÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òàêàÿ ñèñòåìà îá-

ðàçóþùèõ ìîæåò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìîé). Ïðè÷¼ì òàê êàê χ1 =
∑m

j=1 x1jωj,

òî χi = χδi1 =
∑m

j=1 x1j(ωj)
δi, òî åñòü âî âñåõ ðàçëîæåíèÿõ õàðàêòåðîâ χi, ãäå

i = 1,mL, ïî ñèñòåìàì îáðàçóþùèõ òàêîãî âèäà êîýôôèöèåíòû áóäóò îäíè

è òå æå. Êàê è ðàíåå, ýòè ðàçëîæåíèÿ ìîæíî â ñîâîêóïíîñòè ðàññìàòðèâàòü

êàê ðàçëîæåíèå χ ïî ñèñòåìå îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà (F δ)
(mF )
P /k℘, ïðè÷¼ì

ýòî îêàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ω̂
(1)
j , êîòîðàÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàññóæäåíèè ïåðåä

íà÷àëîì ëåììû 3.3, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèðàâíÿâ äâà ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèÿ õàðàêòåðà χ, ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî âèäà
∑mF

i=1
∑ti

j=1 x̂
(P)
ij η̂

(P)
ij =

∑m
v=1 x̂vω̂

(1)
v . Çäåñü x̂

(P)
ij = (0, ..., 0, x

(P)
ij , 0, ..., 0) ∈

k℘[SP], η̂
(P)
ij = (0, ..., 0, η

(i)
j , 0, ..., 0) ∈ (F δ)

(mF )
P , x̂v = (xv, ..., xv) ∈ k℘[SP], ω̂

(1)
v =

(ωv, ω
δ2
v , ..., ω

δmF
v ) ∈ (F δ)

(mF )
P .

Îáå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ {η̂(P)
ij } è {ω̂

(1)
v } ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâà
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(F δ)
(mF )
P /k℘, ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì ìîãóò áûòü ëèíåéíî

âûðàæåíû (ïðè÷¼ì íåâûðîæäåííî è åäèíñòâåííûì îáðàçîì) ÷åðåç ýëåìåíòû

äðóãîé. Âûðàçèâ îäíó èç íèõ ÷åðåç äðóãóþ (÷òî êîððåêòíî â ñèëó åäèíñòâåí-

íîñòè), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ êîýôôèöèåíòàìè èç àëãåáðû kmF
℘ =

⊕mF

i=1 k℘ îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x̂
(P)
ij , x̂v. Êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ x̂

(P)
ij ðàâíî

∑mF

i=1 ti = m,

òî åñòü ðàâíî êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ x̂v. Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìû ìîæåì

çàìåíèòü ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x
(P)
ij , xv, ïîëó÷àåìûõ ïóò¼ì ïî-

êîìïîíåíòíîé çàïèñè ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàâåíñòâà. Ïðè÷¼ì òàê êàê ïåðåìåí-

íûå x
(P)
ij íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ x̂

(P)
ij , à x̂v ñ xv,

òî êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâ x
(P)
ij è xv òàêæå îäèíàêîâî. Ïðèíè-

ìàÿ ïåðåìåííûå îäíîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ çà ïàðàìåòðû, ïîñëå ýêâèâàëåíòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû ìîæíî ëèíåéíî âûðàçèòü ÷åðåç íèõ ïåðåìåííûå äðó-

ãîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû xv ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáðàçó-

þùèå àëãåáðû Õîïôà, ñïåêòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñõåìà XS℘, è àíàëîãè÷íî

x
(P)
ij � îáðàçóþùèå àëãåáðû Õîïôà, ñîîòâåòñòâóþùåé X

′

S℘
, òî íàìè ïîëó÷å-

íî âûðàæåíèå îáðàçóþùèõ îäíîé èç ýòèõ àëãåáð Õîïôà ÷åðåç îáðàçóþùèå

äðóãîé è îáðàòíî. Âûðàæåíèå äðóã ÷åðåç äðóãà îáðàçóþùèõ yv è y
(P)
ij ïîëó-

÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê êàê ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íåâûðîæäåííîå è â ñè-

ëó ðàññóæäåíèÿ ïåðåä íà÷àëîì ëåììû 3.3 êîýôôèöèåíòû â ýòîì âûðàæåíèè

öåëûå, âñ¼ ïðîâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíî, òî åñòü ïîñòðîåíû ñîâïà-

äàþùèå àôôèííûå ðåàëèçàöèè XS℘ = Spec Ok℘[x1j, y1j], j = 1,m è X
′

S℘
=

Spec Ok℘[x
(P)
11 , ..., x

(P)
1t1 , y

(P)
11 , ..., y

(P)
1t1 , ..., x

(P)
mF 1, ..., x

(P)
mF tmF

, y
(P)
mF 1, ..., y

(P)
mF tmF

] ñëî¼â íàä

ïîëåì k℘ ñîîòâåòñòâåííî ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé öåëûõ ìîäåëåé òîðà S.

Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííûå ñëîè èçîìîðôíû è äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòåéøåãî êâàçè-

ðàçëîæèìîãî òîðà ëåììà äîêàçàíà.

Äàëåå, ïóñòü òîð T êâàçèðàçëîæèìûé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì. Òîãäà

ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. [15]) ýòîò òîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî ïðîèç-
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âåäåíèÿ T = S1 × ... × Sl, ãäå âñå êîìïîíåíòû Si, i = 1, l ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ïðîñòåéøèå êâàçèðàçëîæèìûå òîðû. Ðàññìîòðèì àëãåáðû Õîïôà A(T̂ ) è A
′
(T̂ ),

ñïåêòðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñòàíäàðòíàÿ è êàíîíè÷åñêàÿ ìî-

äåëè T . Èç äâîéñòâåííîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà êàê àôôèííîé ñõåìû è ñîîò-

âåòñòâóþùåé åìó àëãåáðû Õîïôà ñ ó÷¼òîì èçâåñòíîé êîíñòðóêöèè T ïîëó÷àåì,

÷òî A(T̂ ) = A(Ŝ1) ⊗ ... ⊗ A(Ŝl), àíàëîãè÷íî A
′
(T̂ ) = A′(Ŝ1) ⊗ ... ⊗ A′(Ŝl). Òàê

êàê ïî ðàíåå äîêàçàííîìó A(Ŝi) = A
′
(Ŝi), i = 1, l, òî ïîëó÷àåì A(T̂ ) = A

′
(T̂ ),

ñëåäîâàòåëüíî, XT℘ = X
′

T℘
è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ëåììà òàêæå äîêàçàíà.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òîð T ïðîèçâîëüíûé. Èçâåñòíî (ñì. [22]),

÷òî ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì (åãî òàêæå íàçûâàþò íàêðûòèåì) β : Ŝ → T̂ , ãäå S

� íåêîòîðûé êâàçèðàçëîæèìûé òîð. Ïî äîêàçàííîìó äëÿ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ

ñîâïàäàþò ñëîè íàä ïîëåì k℘ ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé ìîäåëåé XS è X
′

S

òîðà S, òî åñòü XS℘ = X
′

S℘
.

Äëÿ êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëè ñëîé X
′

S℘
íàä ïîëåì k℘ ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.6 (òî

åñòü íàä ëîêàëüíûì ïîëåì) òîðà S℘ = S ⊗k k℘, à ñëîé X
′

T℘
íàä ïîëåì k℘ �

àíàëîãè÷íóþ ìîäåëü òîðà T℘ = T ⊗k k℘. Äëÿ àëãåáð Õîïôà, ñïåêòðàìè êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå öåëûå ìîäåëè íàä ëîêàëüíûì ïîëåì, òàê êàê çàäàí

ýïèìîðôèçì β : Ŝ → T̂ , âûïîëíÿåòñÿ (ñì. [22]) ñâîéñòâî çàìêíóòûõ âëîæåíèé:

A
′

T℘
= A

′

S℘
/I
′
, ãäå I

′
= A

′

S℘
∩ Ker βk, βk : k[S] → k[T ] � ìîðôèçì êîîðäèíàò-

íûõ êîëåö, èíäóöèðîâàííûé β (çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü

A
′

T℘
= A

′
(T̂℘), AT℘ = A(T̂℘) è ò.ä.).

Äëÿ ñëî¼â ñòàíäàðòíûõ öåëûõ ìîäåëåé XS℘ è XT℘ ñâîéñòâî çàìêíóòûõ âëî-

æåíèé âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê äîêàçàíî â ïðåäëîæåíèè 3.1 (ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ

3.1). Ïîýòîìó AT℘ = AS℘/I, ãäå I = (AS℘ ∩ Ker βk). Íî AS℘ = A
′

S℘
ïî äîêàçàí-

íîìó äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî I = I
′
, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

çàäàíèþ AT℘ = A
′

T℘
, à çíà÷èò, XT℘ = X

′

T℘
è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ëåììà äîêàçàíà.
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Âåðí¼ìñÿ ê ðàíåå âûäåëåííîìó ñëó÷àþ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûé òîð ïðî-

ñòåéøèé êâàçèðàçëîæèìûé, íî äëÿ ïîëÿ F íå ñóùåñòâóåò öåëîãî áàçèñà íàä k.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ïóíêòå 3.1, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå

íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå F (îáîçíà÷èì åãî F̃ ) òàêîå, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò

öåëûé áàçèñ íàä k. Òîãäà òîð RF/k(Gm) ìû ìîæåì âëîæèòü â òîð RF̃ /k(Gm),

ïîñëå ÷åãî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî òîðà (âëîæåíèå òîðîâ îïðåäåëÿåò íàêðûòèå äëÿ äâîéñòâåííûõ

èì îáúåêòîâ � ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé õàðàêòåðîâ). Óòâåðæäåíèå ëåììû äî-

êàçàíî äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ è ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Òåïåðü, íàêîíåö, ìû ìîæåì äàòü îòâåò íà âîïðîñ î ñîâïàäåíèè ñòàíäàðòíîé

è êàíîíè÷åñêîé ìîäåëåé ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 3.1. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé XT = X
′

T .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå, ÷òî ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå àë-

ãåáðû Õîïôà A(T̂ ) è A
′
(T̂ ). Ïî ëåììå 3.3 äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ / Ok

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A(T̂℘) = A
′
(T̂℘), òî åñòü ñîâïàäàþò ñëîè óêàçàííûõ àë-

ãåáð Õîïôà íàä ïîëåì k℘. Èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ñîâïàäåíèÿ àëãåáð

Õîïôà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âëîæåíèå îäíîé èç íèõ â äðóãóþ, óñòàíîâèì åãî.

Ïî îïðåäåëåíèþ êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëè A
′
(T̂ ) =

⋂
℘(B℘ ∩ k[T ]), ãäå

B℘ = Ok℘[x
(1)
ij , y

(1)
ij ], à x

(1)
ij , y

(1)
ij � êîîðäèíàòû ïðè ðàçëîæåíèè ïî öåëîìó áà-

çèñó ω
(1)
1 , ..., ω

(1)
m ðàñøèðåíèÿ ïîëåé LP/k℘ áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ χi ãðóïïû T̂

è îáðàòíûõ èì õàðàêòåðîâ χ−1
i . Ïî îïðåäåëåíèþ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè

A(T̂ ) = Ok[xij, yij], ãäå xij, yij � êîîðäèíàòû ïðè ðàçëîæåíèè ñîîòâåòñòâåííî

χi è χ−1
i ïî öåëîìó áàçèñó ω1, ..., ωn ðàñøèðåíèÿ L/k. Ïîñëå ïîïîëíåíèÿ äëÿ

ðàñøèðåíèÿ ïîëåé LP/k℘ ýòîò áàçèñ îñòà¼òñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ (õîòÿ ïðè

m < n íå áóäåò áàçèñîì). Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûðàæåíèå äëÿ ñòàíäàðòíîé
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öåëîé ìîäåëè ðàâíîñèëüíî A(T̂ ) =
⋂
℘(B

′

℘ ∩ k[T ]). Çäåñü B
′

℘ = Ok℘[xij, yij].

Âûðàçèì îáðàçóþùèå àëãåáðû B
′

℘ = Ok℘[xij, yij] ÷åðåç îáðàçóþùèå àëãåáðû

B℘ = Ok℘[x
(1)
ij , y

(1)
ij ]. Åñëè ïðèðàâíÿòü ðàçëîæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå õàðàêòå-

ðà χi ïî áàçèñàì ðàñøèðåíèé LP/k℘ è L/k, ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî áóäåò èìåòü

âèä
∑m

j=1 x
(1)
ij ω

(1)
j =

∑n
t=1 xijωt. Â í¼ì ýëåìåíòû ñèñòåìû {ωt} ∈ LP ìîæíî ëè-

íåéíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòû ñèñòåìû {ω(1)
j }, ïðè÷¼ì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

îäíîçíà÷íî è îïðåäåëåíî íàä Ok℘, òàê êàê óêàçàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ öåëûì

áàçèñîì ðàñøèðåíèÿ LP/k℘. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåå ðà-

âåíñòâî ñèñòåìû, à çàòåì çàìåíèâ â ñèñòåìå êàæäîå ðàâåíñòâî ñ êîýôôèöè-

åíòàìè èç L ñèñòåìîé ðàâåíñòâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k (ïðè çàìåíå êàæäîå

ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç êîìïîíåíòîâ ω
(1)
j , ïðåîáðàçîâàíèå êîððåêò-

íî â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ), ïîëó÷èì âûðàæåíèå îáðà-

çóþùèõ xit ÷åðåç îáðàçóþùèå x
(1)
ij . Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

ïîëó÷èòü âûðàæåíèå îáðàçóþùèõ yit ÷åðåç îáðàçóþùèå y
(1)
ij . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Ok℘[xij, yij] ⊂ Ok℘[x
(1)
ij , y

(1)
ij ], òî åñòü B

′

℘ ⊂ B℘. Òîãäà ïî çàäàíèþ è â ñèëó ñâîéñòâ

îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ A
′
(T̂ ) ⊂ A(T̂ ), òî åñòü âëîæåíèå îäíîé èç ðàññìàòðèâà-

åìûõ àëãåáð Õîïôà â äðóãóþ óñòàíîâëåíî. Îòñþäà ïîëó÷àåì A(T̂ ) = A
′
(T̂ ),

óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Èòàê, ñòàíäàðòíàÿ è êàíîíè÷åñêàÿ öåëûå ìîäåëè ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷å-

ñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ñ ýòîãî

ìîìåíòà ïðè ðàññìîòðåíèè êàêîé-ëèáî èç íèõ ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñò-

íûìè ñâîéñòâàìè äðóãîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èç ýòîé òåîðåìû

ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ñëî¼â X℘ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè äëÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé

ìîäåëè X, ïîçâîëÿþùåå èñïîëüçîâàòü ýòè ñëîè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî øàãà ïðè

ïîñòðîåíèè ìîäåëè Íåðîíà íàä ëîêàëüíûì ïîëåì.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ãðóïïà Ok℘-

òî÷åê X(Ok℘) ñõåìû X℘ = Spec Ok℘[xij, yij] ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé êîìïàêò-
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íîé ïîäãðóïïîé U ãðóïïû k℘-òî÷åê T℘(k℘) òîðà T℘.

Âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1, òàê êàê â ñèëó ñîâ-

ïàäåíèÿ ìîäåëåé ñëîèX℘ ñîâïàäàþò ñî ñëîÿìè êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëè òîðà

T , äëÿ êîòîðûõ îíî èçâåñòíî (òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìîäåëÿìè â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.6).

Çàêîí÷èâ ðàññìîòðåíèå èíòåðåñóþùèõ íàñ ñâîéñòâ öåëûõ ìîäåëåé íàä ïîëÿ-

ìè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ïåðåéä¼ì ê ðàçáîðó êîíêðåòíîé çàäà÷è, â ðåøåíèè

êîòîðîé ýòè ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ, à èìåííî ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëè Íåðîíà ìàê-

ñèìàëüíîãî òîðà áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå. Îá ýòîì áóäåò ðàññêàçàíî

â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

3.5. Ìîäåëü Íåðîíà ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ áåç àôôåêòà â ïîëóïðî-

ñòûõ ãðóïïàõ äëÿ ñëó÷àÿ Bn

Ðàññìîòðèì îäèí èç ñëó÷àåâ çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ìîäåëè Íåðîíà ìàêñèìàëü-

íîãî òîðà áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå. Âíà÷àëå îáúÿñíèì ïîñòàíîâêó

çàäà÷è.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ìîäåëü Íåðîíà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ãëàäêîé

öåëîé ìîäåëüþ àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà, ÷åì è îáóñëîâëåí èíòåðåñ ê íåé. Íî ìîæ-

íî ïîñòàâèòü è áîëåå óçêóþ çàäà÷ó: ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà â ñëó÷àÿõ, êî-

ãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, èìåþùèõ êàêóþ-íèáóäü

ñïåöèôè÷åñêóþ, íåñëó÷àéíóþ, íî ïðè ýòîì íåòðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó. Â òàêèõ

ñëó÷àÿõ ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ çàñëóæèâàþùåé îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ

çàêîíîìåðíîñòè òàêæå â ñòðóêòóðå èõ ìîäåëåé Íåðîíà.

Â ÷àñòíîñòè, ê òàêèì ñåìåéñòâàì îòíîñÿòñÿ ìàêñèìàëüíûå òîðû áåç àôôåêòà

â ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ. Îíè îáëàäàþò äåéñòâèòåëüíî íåñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé

è èç-çà òîãî, ÷òî î÷åíü ñïåöèôè÷åñêèå óñëîâèÿ íàëîæåíû íà èõ ãðóïïû Ãàëóà,

è ïî ñàìîé ñâîåé êîíñòðóêöèè. Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ìàêñèìàëüíûõ

òîðàõ áåç àôôåêòà.
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Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, g � å¼ àëãåáðà Ëè.

Â G âñåãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð T , ïóñòü h � ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ åìó ïîäàëãåáðà â g (îíà íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé Êàðòàíà). Êàæ-

äîìó õàðàêòåðó χ ∈ T̂ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åãî äèôôåðåíöèàë,

âû÷èñëåííûé â åäèíèöå ãðóïïû (îáîçíà÷èì åãî dχ), ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì è ãðóïïà õàðàêòåðîâ χ(T ) òîðà T îòîáðàæàåòñÿ â íåêîòîðóþ

äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó T̂ ⊂ h, ïîðîæäàþùóþ ïðîñòðàíñòâî h è èìåþùóþ îäè-

íàêîâûé ñ íèì ðàíã. Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé õàðàêòåðîâ òîðà T .

Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå ñèñòåìû êîðíåé ìíîæåñòâîR âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ α ∈ T̂ ,

÷òî α 6= 0 è gα 6= 0, ãäå gα = {X ∈ g : [H,X] = α(H)X ∀X ∈ h} � èíâàðèàíò-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ õàðàêòåðà χ òîðà T íà g, òî,

êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîëó÷åííûé îáúåêò áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåíèþ

ñèñòåìû êîðíåé (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [19], [4]). Â êà÷åñòâå ãðóïïû Âåéëÿ äëÿ R

âûñòóïàåò ôàêòîðãðóïïàW = N/T , ãäå N � íîðìàëèçàòîð T â G, T ⊂ N ⊂ G.

Îáùèì òîðîì ãðóïïûG íàçûâàåòñÿ ñõåìàHx, îïðåäåë¼ííàÿ íàä ïîëåì ôóíê-

öèé M = k(x), òàêàÿ, ÷òî T � å¼ ñïåöèàëèçàöèÿ íàä ïîëåì L. Ñòðîåíèå Hx

íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ãðóïïû Ãàëóà âñåõ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ â G. Èç-

âåñòíî, ÷òî W (R) ⊂ ϕ(Π) ⊂ A(R), ãäå W (R) = W , Π � ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿ

ðàçëîæåíèÿ Hx íàä îñíîâíûì ïîëåì, A(R) � ãðóïïà âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé h∗, ïåðåâîäÿùèõ R ñàìó â ñåáÿ, ϕ : Π → A(R) � ãîìîìîðôèçì,

îïðåäåë¼ííûé äåéñòâèåì Π íà R. Íàïîìíèì, ÷òî ϕ(Π) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ðàç-

ëîæåíèÿ òîðà Hx. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ãðóïïû Ãàëóà Γ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî

k-òîðà T â G ñïðàâåäëèâî óñëîâèå W (R) ⊂ ϕ(Γ) ⊂ ϕ(Π). Ìàêñèìàëüíûé k-òîð

T ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì áåç àôôåêòà, åñëè åãî ãðóïïà

ðàçëîæåíèÿ èçîìîðôíà ãðóïïå ðàçëîæåíèÿ îáùåãî òîðà Hx.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ íåñëó÷àéíîñòè ñòðóêòóðû íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò òå ìàêñèìàëüíûå òîðû áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå, ó êîòîðûõ
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ϕ(Π) = W (R). Èçâåñòíî (ñì. [4]), ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííåé k-ôîðìîé.

Êàê áûëî ïðåäëîæåíî ðàíåå, ÷òîáû ïîñòðîèòü ìîäåëü Íåðîíà èññëåäóåìîãî

òîðà, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü åãî ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü âèäà Spec Ok[xij, yij],

çàòåì ïîëó÷èòü èç íå¼ öåëûå ìîäåëè Spec Ok℘[xij, yij], ãäå ℘/Ok � ïðîèçâîëüíûé

ïðîñòîé èäåàë, è äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìî-

äåëü Íåðîíà íàä êîëüöîì Ok℘. Íà òåõíè÷åñêîé ñòîðîíå ðåàëèçàöèè ýòèõ àëãåáð

Õîïôà â âèäå àôôèííûõ ñõåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì, ýòîò ïðîöåññ ïîäðîá-

íî îïèñàí â [14]. Ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ê Ok[xij, yij] âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ,

èñïîëüçîâàííûå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé Íåðîíà å¼ ñëî¼â íàä ëîêàëüíûìè ïî-

ëÿìè, ïîëó÷èì èíòåðåñóþùóþ íàñ ìîäåëü Íåðîíà. ×òîáû ðåàëèçîâàòü óñëîâèå

ϕ(Π) = W (R), íåîáõîäèìî âçÿòü ãðóïïó õàðàêòåðîâ T̂ ñ áàçèñîì χ1, ..., χn, ãäå

χi ñîîòâåòñòâóþò ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè αi, à äåéñòâèå G = Gal(L/k) íà T̂

ñîãëàñîâàíî ñ äåéñòâèåì W íà R. Ïðè ýòîì ñàìè ïî ñåáå ñòðóêòóðû îáúåêòîâ

T̂ è R íå ñîãëàñîâàíû, íî â Rn ìîæíî âûäåëèòü ïîäîáúåêò, ñîîòâåòñòâóþùèé

àääèòèâíîé çàïèñè T̂ è ïîðîæä¼ííûé âûáðàííûì áàçèñîì R (îí íàçûâàåòñÿ

ðåø¼òêîé âåñîâ).

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì òàêîé

ìàêñèìàëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð áåç àôôåêòà, ÷òî R = Bn. Ñèñòåìà êîðíåé

Bn ⊂ Rn èìååò âèä Bn = {±εi; ±εi ± εj}, ãäå i, j = 1, n, {εi} � îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ Rn êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå áàçèñà Bn ìîæíî

âçÿòü α1 = ε1 − ε2, ... αn−1 = εn−1 − εn, αn = εn.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå,W äåéñòâóåò íà R ïåðåñòàíîâêàìè. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî â T̂ ïîä äåéñòâèåì G ëþáîé áàçèñíûé õàðàêòåð χi ïåðåõîäèò â õàðàêòåð

âèäà ëèáî χ±1
s , ëèáî χ±1

s χ±1
t . Òàê êàê W ïîðîæäåíî îòðàæåíèÿìè ñèñòåìû êîð-

íåé, òî ýëåìåíò R ⊂ Rn, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà Rn íàä R, ìîæåò ïåðåéòè òîëüêî â âåêòîð � ýëåìåíò R ñ òàêîé
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æå äëèíîé (ïîíÿòèå äëèíû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíî). Ñëåäîâà-

òåëüíî, αn ïåðåõîäèò òîëüêî â ±εi, à αj, j < n � òîëüêî â ±εs ± εt. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äëÿ ëþáûõ i, j ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé ýëåìåíò W , òî åñòü îòðàæå-

íèå èëè êîìïîçèöèþ îòðàæåíèé, ÷òî ±εi ïåðåõîäèò â ±εj: εi â εj ïåðåâîäèò

îòðàæåíèå σεi−εj , εi â −εi îòðàæåíèå σεi, à ëþáûå äðóãèå ïàðû � êîìïîçèöèÿ

îòðàæåíèé òàêîãî âèäà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîäîáðàòü ýëåìåíò W , ïåðåâîäÿ-

ùèé ±εi1 ± εj1 â ±εi2 ± εj2: εi1 + εj1 â εi1 + εj2 ïåðåâîäèò σεj1−εj2 , à äðóãèå

ïàðû � êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèé òàêîãî âèäà è âèäà σεi. Äëÿ T̂ ýòî îçíà÷àåò,

÷òî OG(χn) = {χn;χ−1
n ; (χn−1χn), (χn−1χn)

−1, ..., (χ1...χn); (χ1...χn)
−1} (òàê êàê

εn−1 = εn−1−εn+εn = αn−1 +αn è εi = εi−εi+1 +εi+1 = αi+εi+1). Ñëåäîâàòåëü-

íî, |OG(χn)| = 2n, |StabG(χn)| = 2n−1 · (n− 1)!. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåìíîæåíèåì

ýëåìåíòîâ OG(χn) ìîæíî ïîëó÷èòü âñå áàçèñíûå õàðàêòåðû χi, ñëåäîâàòåëüíî,

OG(χn) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýïèìîðôèçìà ïåðìóòàöèîííîãî G-

ìîäóëÿ íà T̂ . Ïðè÷¼ì õàðàêòåð χn èìååò ðàçëîæåíèå ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k[T ]

íàä íåêîòîðûì ïîëåì L1 ⊂ L òàêèì, ÷òî [L1 : k] = 2n, è ïîýòîìó êîíñòðóêöèÿ

ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè òîðà T òàêàÿ æå, êàê ó íåêîòîðîãî òîðà T1 ñ ïîëåì

ðàçëîæåíèÿ L1 ⊂ L è ãðóïïîé õàðàêòåðîâ T̂1 ⊂ T̂ òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò íà-

êðûòèå ϕ1 : Ŝ1 → T̂1, ãäå S1 � êâàçèðàçëîæèìûé òîð òàêîé, ÷òî rk Ŝ1 = 2n

(àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ðàíåå îáñóæäàëàñü â ïóíêòå 2.4). Ïðàâäà (ñì. [5], [17]),

â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ ãëîáàëüíûõ ïîëåé èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî öåëûé áàçèñ ñó-

ùåñòâóåò äëÿ íåêîòîðîãî ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ, íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíîãî, òî

åñòü äëÿ F/k, L ⊂ F , íî åñëè ìû ïîëîæèì k = Q, òî èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî

öåëûé áàçèñ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ L/k.

Èòàê, âîçüì¼ì ìîäóëü ñ ïåðìóòàöèîííûì áàçèñîì Ŝ = 〈f1, ..., f2n〉. Ïóñòü

ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìà ϕ : Ŝ → T̂ êàæäûé áàçèñíûé õàðàêòåð fi ïå-

ðåõîäèò â ýëåìåíò OG(χn) ñ íîìåðîì i îòíîñèòåëüíî òîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîì

îíè áûëè ðàíåå çàïèñàíû. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f ∈ Ker ϕ. Ïóñòü
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f =
∏2n

i=1 f
ai
i , ai ∈ Z. Âûðàçèâ ÷åðåç èçâåñòíûå îáðàçû áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ âè-

äà ϕ(fi) =
∏n

j=1 χ
cij
j , cij ∈ Z ýëåìåíò ϕ(f) â óñëîâèè ϕ(f) = 1T̂ , ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå
∏n

j=1 χ
∑2n
i=1 cijai

j = 1. Îíî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà
∑2n

i=1 cijai = 0,

j = 1, n. Â íàøåì ñëó÷àå äàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä CAt = 0, ãäå A � ñòðîêà

ïåðåìåííûõ, à C ∈ Mat(n× 2n,Z) � ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà:

C =



0 0 0 0 . . . 0 0 1 −1

0 0 0 0 . . . 1 −1 1 −1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 1 −1 . . . 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 . . . 1 −1 1 −1


.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå âèäà

a2i = a2i−1, i = 1, n. ÔÑÐ ýòîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç âåêòîðîâ, ó êîòîðûõ 2i-é

è (2i − 1)-é êîìïîíåíòû èìåþò çíà÷åíèå 1, à îñòàëüíûå 0. Åñëè ïåðåéòè îá-

ðàòíî ê õàðàêòåðàì, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé òîð çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé

óðàâíåíèé âèäà ϕ(f2i−1)ϕ(f2i) = 1. Ýòè óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñòâàì

χnχ
−1
n = 1, χn−1χn(χn−1χn)

−1 = 1 è ò.ä. Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ëåâàÿ ÷àñòü êàæ-

äîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðà èç T̂ íà îáðàòíûé

åìó õàðàêòåð. Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîãî ϕ(f2i−1) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò G, ïå-

ðåâîäÿùèé â íåãî ϕ(f1) (îíè ëåæàò â îðáèòå îäíîãî ýëåìåíòà T̂ ). Èç ñâîéñòâ

ãîìîìîðôèçìà ãðóïï ñëåäóåò, ÷òî ϕ(f2) = (ϕ(f1))
−1 òîò æå ýëåìåíò G ïåðå-

âîäèò â ϕ(f2i) = (ϕ(f2i−1))
−1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñîïðÿ-

æåíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G è ðàññìàòðèâàåìûé òîð ìîæíî çàäàòü îäíèì

óðàâíåíèåì ϕ(f1)ϕ(f2) = 1. Ñ ó÷¼òîì äåéñòâèÿ G óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

ϕ(f1)ϕ(f1)
δ = 1, ãäå δ � ýëåìåíò G ïîðÿäêà 2, òàê êàê îí ïåðåâîäèò õàðàêòåð

â îáðàòíûé åìó. Òàêèì îáðàçîì, ýòî íîðìåííîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà è T

èìååò âèä T = RL2/k(R
(1)
L1/L2

(Gm)), ãäå L2 ⊂ L1, [L1 : L2] = 2.
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Èçâåñòíî (ñì. [18]), ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïëîñêèé ìîðôèçì äåäåêèíäîâûõ

ñõåì S
′ → S è ñóùåñòâóåò ìîäåëü Íåðîíà X

′
ñõåìû X

′ ×S′ Spec K
′
, ãäå Spec K

′

� ñõåìà îáùèõ òî÷åê ñõåìû S
′
, òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ôóíêòîðà Âåéëÿ X =

RS′/S(X
′
) ñóùåñòâóåò, ÿâëÿåòñÿ S-ñõåìîé è ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà ñõåìû

X ×S Spec K, ãäå Spec K � ñõåìà îáùèõ òî÷åê ñõåìû S. Íàø ñëó÷àé ñîîòâåò-

ñòâóåò ýòèì óñëîâèÿì, åñëè ïîëîæèòü K = k, K
′
= L2, S = Ok, S

′
= OL2

, X �

ìîäåëü Íåðîíà òîðà T , à X
′
� ìîäåëü Íåðîíà òîðà T

′
= R

(1)
L1/L2

(Gm). Òàêèì îá-

ðàçîì, ìîæíî íå ñòðîèòü äàëåå íåïîñðåäñòâåííî X, à ïîñòðîèòü X
′
è ïîëó÷èòü

èñêîìóþ ìîäåëü Íåðîíà êàê ñïóñê îò íå¼ ñ ïîìîùüþ ôóíêòîðà Âåéëÿ.

Çäåñü ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé

öåëîé ìîäåëè íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ÿâíîå çàäàíèå ìîäåëè Íåðîíà

âîçìîæíî íå âñåãäà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íàä

îñíîâíûì ïîëåì k òàêóþ äèëàòàöèþ, îïðåäåë¼ííóþ íàä åãî ïîïîëíåíèåì k℘,

êîòîðàÿ ïðè ýòîì íå âëèÿåò íà äèñêðåòíóþ íîðìó ýëåìåíòîâ ïîëÿ k îòíîñè-

òåëüíî äðóãèõ åãî ïîïîëíåíèé k℘i. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûáðàííûé

óíèôîðìèçóþùèé ýëåìåíò èìåë äèñêðåòíóþ íîðìó 1 îòíîñèòåëüíî k℘ è 0 îòíî-

ñèòåëüíî äðóãèõ ïîïîëíåíèé k. Åñëè ïðîñòîé èäåàë ℘ ãëàâíûé, òî ïîäõîäÿùèé

óíèôîðìèçóþùèé ýëåìåíò π ∈ k℘ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ℘, êîòîðûé áóäåò

ëåæàòü è â k, òîãäà äèëàòàöèÿ îïðåäåëåíà. Íî åñëè ℘ 2-ïîðîæä¼ííûé (èçâåñò-

íî, ÷òî áîëåå ÷åì 2-ïîðîæä¼ííûì èäåàë â ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áûòü íå

ìîæåò), òî åñòü ℘ = (α, β), òî π /∈ k. Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî îñíîâíîå ïîëå L2 òîðà T
′
îäíîêëàññíîå, òî åñòü â í¼ì âñå ïðîñòûå èäåàëû

ãëàâíûå (òàêîâî, íàïðèìåð, ïîëå Q, íî óæå ñðåäè åãî êâàäðàòè÷íûõ ðàñøè-

ðåíèé îäíîêëàññíû íå âñå). Öåëûé áàçèñ ó ðàñøèðåíèÿ L1/L2 ñóùåñòâóåò, òàê

êàê èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðàñøèðåíèé ñòåïåíè 2 ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îí

ñóùåñòâóåò âñåãäà.

Ïîñòðîèì X
′
. Òîð T

′
= R

(1)
L1/L2

(Gm) � ýòî îäíîìåðíûé íîðìåííûé òîð. Ìî-
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äåëü Íåðîíà è ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî òàêîãî òîðà íåîäíîêðàò-

íî ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, åãî ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî ïîñòðîåíà â [22],

à ìîäåëü Íåðîíà â [21]. Êàê è òîð T , îí çàäà¼òñÿ îäíèì óðàâíåíèåì îòíî-

ñèòåëüíî õàðàêòåðîâ âèäà ϕ(f1)ϕ(f1)
δ = 1. Äàëåå íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ñè-

ñòåìå óðàâíåíèé, îïðåäåë¼ííûõ íàä L1, à îò íå¼ � ê ñèñòåìå íàä L2. Ïîëó-

÷èì (ay1 + by2)(ay1 + by2) = 1, ãäå {a; b} � öåëûé áàçèñ L1 íàä L2. Îòñþäà

aay2
1 + (ab+ ba)y1y2 + bby2

2 = 1, ïðè÷¼ì âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà â ëåâîé

÷àñòè ëåæàò â OL2
.

Äàëåå íóæíî äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ /OL2
ðàññìîòðåòü ñëîé X

′

℘ ïî-

ëó÷åííîé ìîäåëè íàä ïîëåì L2℘. Êàê áûëî äîêàçàíî â ïóíêòå 3.4, ñòàíäàðòíàÿ è

êàíîíè÷åñêàÿ öåëûå ìîäåëè ïðîèçâîëüíîãî òîðà ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ìû ìîæåì

ðàññìîòðåòü ñëîé êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè òîðà T , ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñòàí-

äàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü òîðà T
′ ⊗L2

L2℘ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.6. Ýòà ìîäåëü

çàäà¼òñÿ òåì æå óðàâíåíèåì, ÷òî è X
′
, íî òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðåíèå

ëîêàëüíûõ ïîëåé, òî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåãî ìîæíî âûáðàòü öåëûé áàçèñ {1, π},

ãäå π � óíèôîðìèçóþùèé ýëåìåíò L1℘. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå

âûøå äëÿ íîâîãî áàçèñà, ïîëó÷àåì, ÷òî X
′

℘ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì y2
1 − π2y2

2 = 1.

Ïðè÷¼ì ýëåìåíò π2 = c ∈ OL2℘
ÿâëÿåòñÿ óíèôîðìèçóþùèì ýëåìåíòîì L2℘. Òî-

ãäà ðåäóêöèÿ ïî ìîäóëþ ℘ ýòîé ñõåìû çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì y2
1 = 1. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî åñëè c - 2, òî ðåäóêöèÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé, à åñëè c | 2, òî

ðåäóêöèÿ âñåãäà èìååò îñîáåííîñòü âèäà µ2 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Õîïôà

A(T̂ ) ñîäåðæèò íèëüïîòåíò âèäà (y1 + 1)2 = 0 (ýòîò æå ðåçóëüòàò èçâåñòåí èç

[22]). Òàêèì îáðàçîì, ñãëàæèâàíèå íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè òîëüêî â ñëó÷àå c | 2.

Ïîëîæèì, ÷òî ν℘(2) = m, m ∈ N, òî åñòü 2 = cm · r2, r2 ∈ OL2℘
, ν℘(r2) = 0.

Ðàññìîòðèì ñãëàæèâàíèå â òî÷êå y = (1, 0) (êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îíà ëåæèò

â îñîáîì ñëîå ñãëàæèâàåìîé ñõåìû è íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé). Ïðè ñãëàæèâàíèè,

êàê è â ãëàâå 2, âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìåí ïåðåìåííûõ ñ ïîñëåäóþùèì
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ñîêðàùåíèåì óðàâíåíèé ïîñëå êàæäîé èç íèõ ìîæíî ðàññìîòðåòü îäíó çàìåíó

ñ ïîñëåäóþùèì ñîêðàùåíèåì óðàâíåíèé íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü

óíèôîðìèçóþùåãî ýëåìåíòà. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òàêîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü

âèä y1 = csz1 + 1, y2 = csz2, ãäå s ∈ N � ïàðàìåòð. Ïîñëå çàìåíû è ïðèâåäå-

íèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä c2sz2
1 + r2c

s+mz1 − c2s+1z2
2 = 0. Òîãäà

ìîæåì ïîëîæèòü s = m, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå ìîæíî áóäåò ñîêðàòèòü íà c2m,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

z2
1 + r2z1 + cz2

2 = 0.

Íàéä¼ì äåôåêò ãëàäêîñòè àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìîãî ýòèì óðàâ-

íåíèåì, â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî, êàê è â ãëàâå 2, ïîñòðîèì ìàòðèöó

ßêîáè, îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

J(y1, y2) = ( 2z1+r2 2cz2 ).

Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, min(ν℘(j11), ν℘(j12)) = 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ z1, z2,

ñëåäîâàòåëüíî, äåôåêò ãëàäêîñòè â ëþáîé òî÷êå ðàâåí 0 è ïîëó÷åííîå ìíîãî-

îáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà ñëîÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òîðà íàä ëîêàëüíûì

ïîëåì. Ïðèìåíèâ ïðîâåä¼ííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñõåìå X
′
(êàê ìîæíî ïðîâå-

ðèòü, ýòî áóäåò êîððåêòíî), ïîëó÷èì ìîäåëü Íåðîíà òîðà T
′
.

Ìîäåëü Íåðîíà òîðà T ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîèçâåäÿ çàòåì â óðàâíåíèè, çà-

äàþùåì X
′
, çàìåíó âñåõ ïåðåìåííûõ è êîýôôèöèåíòîâ èõ ðàçëîæåíèåì ïî

êàêîìó-ëèáî öåëîìó áàçèñó {ωj} ðàñøèðåíèÿ L2/Q. Äëÿ êðàòêîñòè íå áóäåì

ïðèâîäèòü çäåñü ÿâíîå çàäàíèå ðåçóëüòàòà, òàê êàê îí ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì îáû÷-

íîé çàìåíû ïåðåìåííûõ è ðàñêðûòèÿ ñêîáîê.

3.6. Ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ áåç àôôåêòà

â ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ äëÿ ñëó÷àÿ An è å¼ îñîáåííîñòè

Íàïîìíèì, êàê çàäà¼òñÿ ñèñòåìà êîðíåé An. Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðî-

ñòðàíñòâî Rn+1 ñ åäèíè÷íûì áàçèñîì èç âåêòîðîâ εi = (δij), ãäå i, j = 1, n+ 1.

Ðåø¼òêà êîðíåé An � ïîäïðîñòðàíñòâî Rn+1, áàçèñ êîòîðîãî ñîñòîèò èç n âåê-
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òîðîâ âèäà αi = εi− εi+1, i = 1, n. Ãðóïïà W (An) äåéñòâóåò íà âåêòîðû εi ïåðå-

ñòàíîâêàìè, ÷òî çàäà¼ò òàêæå å¼ äåéñòâèå íà αi. Çàäàäèì ðàññìàòðèâàåìûé â

äàëüíåéøåì òîð T ñëåäóþùèì îáðàçîì: áàçèñó ñèñòåìû êîðíåé An ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå áàçèñ ãðóïïû õàðàêòåðîâ T̂ = 〈χ1, ..., χn〉 (òî åñòü êàæäîìó αi ïî-

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå χi), à ãðóïïå W (An) � äåéñòâóþùóþ íà T̂ ãðóïïó Ãàëóà

G = Gal(L/k), ãäå k � îñíîâíîå ïîëå, à L � íåêîòîðîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ T .

Îïðåäåëèì ñòðóêòóðó òîðà T , îïèñàâ åãî àôôèííóþ ðåàëèçàöèþ, ÷òî, ïîçâî-

ëèò ñðàçó îïðåäåëèòü è ñòàíäàðòíóþ öåëóþ ìîäåëü ýòîãî òîðà. Âíà÷àëå íåîáõî-

äèìî íàéòè ïîäõîäÿùèé ýïèìîðôèçì ϕ : Ŝ → T̂ , ãäå S � êâàçèðàçëîæèìûé òîð.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü îðáèòû ýëåìåíòîâ áàçèñà {χi} ïîä äåéñòâèåì

G. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò σ ∈ W (An), äåéñòâóÿ íà ýëåìåíò áàçèñà ãðóïïû êîð-

íåé αi = εi−εi+1, òàê êàê íà âñå εj îí äåéñòâóåò êàê ýëåìåíò ãðóïïû ïåðåñòàíî-

âîê, ìîæåò ïåðåâåñòè åãî â ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû êîðíåé âèäà σ(αi) = εt− εu,

ãäå t, u ∈ {1, ..., n + 1}, t 6= u. Åñëè u > t, òî òàêîé ýëåìåíò ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê σ(αi) = εt − εt+1 + εt+1 − ... + εu−1 − εu = αt + αt+1 + ... + αt+u−t.

Åñëè æå u < t, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì σ(αi) = −(αu + αu+1 + ... + αu+t−u).

Òî åñòü ëþáîé áàçèñíûé ýëåìåíò ìîæåò ïåðåéòè â ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êî-

ëè÷åñòâà îò 1 äî n ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ èëè îáðàò-

íûõ ê íèì. Äëÿ χ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îðáèòà õàðàêòåðà χi èìååò âèä O(χi) =

{χ1, χ2, ..., χn, χ
−1
1 , χ−1

2 , ..., χ−1
n , χ1χ2, χ2χ3, ..., χn−1χn, χ

−1
1 χ−1

2 , χ−1
2 χ−1

3 , ..., χ−1
n−1χ

−1
n ,

..., χ1χ2...χn, χ
−1
1 χ−1

2 ...χ−1
n }. Òàê êàê ýòà îðáèòà ñîäåðæèò âñå χi è χ−1

i , òî îðáè-

òû ïðîèçâîëüíîãî áàçèñíîãî õàðàêòåðà (íàïðèìåð, χ1) äîñòàòî÷íî äëÿ ïîðîæ-

äåíèÿ T̂ . Êàê ëåãêî âû÷èñëèòü, |O(χi)| = 2(n + (n − 1) + ... + 1)) = n(n + 1),

|G| = |Sn+1| = (n+ 1)! è |Stab χ1| = (n− 1)! (÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê óïîðÿäî-

÷åííîãî ìíîæåñòâà (εi), äåéñòâóþùèõ íà ε1 è ε2 òîæäåñòâåííî).

Èòàê, ïîëîæèì rk Ŝ = n(n + 1). Ïóñòü {f1, ..., fn(n+1)} � áàçèñ Ŝ. Çàäàäèì

íàêðûòèå ϕ : Ŝ → T̂ ñëåäóþùèì îáðàçîì: f1 7→ χ1, ..., fn 7→ χn, fn+1 7→ χ−1
1 ,
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..., f2n 7→ χ−1
n , f2n+1 7→ χ1χ2, ..., f3n−1 7→ χn−1χn, f3n 7→ χ−1

1 χ−1
2 , ..., f4n−2 7→

χ−1
n−1χ

−1
n , ..., fn(n+1)−1 7→ χ1χ2...χn, fn(n+1) 7→ χ−1

1 χ−1
2 ...χ−1

n . Äàëåå, ðàññìîòðèì

îáùèé âèä ýëåìåíòà ÿäðà ϕ, îí çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì
∏n(n+1)

i=1 ϕ(fi)
ti = 1, ti ∈ Z.

Ïîñëå âûðàæåíèÿ âñåõ âåêòîðîâ ϕ(fi) ÷åðåç áàçèñ {χj} ãðóïïû T̂ ðàâåíñòâî

ïðèìåò íåêîòîðûé âèä
∏n

j=1 χ

∑
ij∈Ij

tij−
∑
lj∈Jj

tlj
j = 1. Çäåñü Ij, Jj � ïîäìíîæåñòâà

ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, ..., n(n + 1)}, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì ýëåìåíòàì îðáèòû

O(χ1), â êîòîðûõ îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåð χj èëè χ
−1
j .

Òàêîå ðàâåíñòâî áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç n óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ ti ∈ Z, ti > 0 âèäà
∑

ij∈Ij tij −
∑

lj∈Jj tlj = 0, j = 1, n. ×òîáû

ïîëó÷èòü èñêîìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, çàäàþùèõ Ker ϕ, íóæíî íàéòè áàçèñ

Z-ìîäóëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ti. Èç çàäàíèÿ ñèñòåìû ëåãêî âèäåòü,

÷òî âñå óðàâíåíèÿ îäíîðîäíûå, êàæäûé êîýôôèöèåíò èç ìíîæåñòâà {−1, 0, 1}.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áàçèñà Ker ϕ ìîæíî âûðàçèòü ïåðåìåííûå tn+1, ..., t2n (ñòå-

ïåíè õàðàêòåðîâ χ−1
1 , ..., χ−1

n ) ÷åðåç îñòàëüíûå, à çàòåì âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà

ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðèäà¼òñÿ åäèíè÷íîå çíà-

÷åíèå, à îñòàëüíûì íóëåâûå. Íåíóëåâàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü õà-

ðàêòåðó âèäà ëèáî
∏

i∈I χi, ëèáî
∏

i∈I χ
−1
i . Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ òåõ χi, êîòîðûå

âõîäÿò â ýòî ïðîèçâåäåíèå, ïåðåìåííûå ti ïðèìóò çíà÷åíèå 1, à äëÿ îñòàëüíûõ 0,

âî âòîðîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî−1 è 0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî õàðàêòåðîâ χi áóäåò ñîñòîÿòü èç óðàâíåíèé âèäà
∏t+m

i=t χi
∏t+m

i=t χ
−1
i = 1.

Ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî óïðîñòèòü ñèñòåìó, çàäàþùóþ T . Ðàññìîòðèì óðàâ-

íåíèå âèäà (χs...χs+t)
−1(χ−1

s )−1...(χ−1
s+t)

−1 = 1, s = 1, n− 1, t = 1, n− s, îíî,

î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (χ−1
s ...χ−1

s+t)χs...χs+t = 1. Â ãðóïïå êîðíåé

An è â àääèòèâíîé çàïèñè ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñóììà

âèäà (εs−εs+1)+(εs+1−εs+2)+ ...+(εs+t−εs+t+1)+(εs+1−εs+εs+2−εs+1 + ...+

εs+t+1− εs+t). Ïîñëå äåéñòâèÿ íà íå¼ ìîðôèçìîì ãðóïïû êîðíåé, äåéñòâóþùèì

íà εi êàê ïåðåñòàíîâêà âèäà
(

1 2 ... s−1 s s+1 ... s+t s+t+1 s+t+2 ... n+1
1 2 ... s−1 s+t+1 s+t ... s+1 s s+t+2 ... n+1

)
, ïîëó÷èò-
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ñÿ ñóììà (εs+t+1− εs+t) + (εs+t− εs+t−1) + ...+ (εs+1− εs)− (εs+t+1− εs+t + εs+t−

εs+t−1 + ... + εs+1 − εs), êîòîðàÿ (ñ ó÷¼òîì óïðîùåíèÿ) ñîîòâåòñòâóåò óðàâíå-

íèþ (χs...χs+t)χ
−1
s ...χ−1

s+t = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñîïðÿæåíî

ñ èñõîäíûì ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî δ ∈ G.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñîìíîæè-

òåëåé â ëåâîé ÷àñòè ñîïðÿæåíû. Âîçüì¼ì óðàâíåíèå χ1...χ1+t(χ
−1
1 ...χ−1

1+t) = 1.

Åñëè ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò An, òî, êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîä

äåéñòâèåì ïåðåñòàíîâêè
(

1 2 ... n n+1
2 3 ... n+1 1

)s−1
îí ïåðåéä¼ò â ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ χs...χs+t(χ
−1
s ...χ−1

s+t) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ýòè óðàâ-

íåíèÿ ñîïðÿæåíû. Òàê êàê ñîïðÿæ¼ííûå óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, èç íèõ â

ñèñòåìå äîñòàòî÷íî îñòàâèòü îäíî, òîãäà ñèñòåìà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

χ1χ
−1
1 = 1,

χ1χ2(χ
−1
1 χ−1

2 ) = 1,

...

χ1χ2...χn(χ
−1
1 χ−1

2 ...χ−1
n ) = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû íîðìåííûå. Êàæäîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû èìååò âèä χ1...χ1+t(χ
−1
1 ...χ−1

1+t) = 1, ãäå 0 6 t 6 (n − 1). Ýëåìåíò

An, ñîîòâåòñòâóþùèé ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, èìååò âèä (ε1 − ε2) + ... +

(εt − ε1+t) + (ε1+t − ε1) = 0. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ εi,

çàïèñûâàåìàÿ â âèäå öèêëà êàê (1 ... t + 1), êàæäîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû,

êðîìå ïîñëåäíåãî, ïåðåâîäèò â ñëåäóþùåå, à ïîñëåäíåå â ïåðâîå. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå χ1...χ
δt
1 χ

δt+1

1 = 1,

ãäå δ � ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàííîé ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíò G è δt+2 = 1. Èòàê,

ñèñòåìà ñîñòîèò èç n íîðìåííûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà îò 2 äî (n+ 1).

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå n = 1 ñèñòåìà çàäà¼ò îäíîìåðíûé íîðìåííûé òîð, à

â ñëó÷àå n = 2 � äâóìåðíûé òîð, ðàññìîòðåííûé â ãëàâå 2, à èìåííî òîð òèïà

9). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð áåç àôôåêòà â ïîëóïðî-

ñòîé ãðóïïå, îïðåäåë¼ííûé íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k, ñ ãðóïïîé Ãàëóà

âèäà W (An). Ïóñòü X
′
� ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü òîðà T , X

′

℘ � å¼ ñëîè íàä

ïîïîëíåíèÿìè ïîëÿ k ïî ïðîñòûì èäåàëàì ℘. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

1) Ïðè n = 1 ñëîè X
′

℘ ãëàäêèå, åñëè ℘ - (2), è èõ ðåäóêöèÿ èìååò åäèíñòâåí-

íóþ îñîáåííîñòü âèäà µ2, åñëè ℘ | (2);

2) Ïðè n = 2 ñëîè X
′

℘ ãëàäêèå, åñëè ℘ - (2), ℘ - (3), è èõ ðåäóêöèÿ èìååò äâå

îñîáåííîñòè âèäà α2, åñëè ℘ | (2), èëè îäíó îñîáåííîñòü âèäà α3, åñëè ℘ | (3);

Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà n > 3.

Òàê êàê â ïóíêòå 3.4 ìû äîêàçàëè, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ è êàíîíè÷åñêàÿ öåëûå ìî-

äåëè ïðîèçâîëüíîãî òîðà ñîâïàäàþò, äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé ðåäóêöèè

ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè X òîðà T ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè èõ

îáåèõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîè ìîäåëè X íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè, ïîëó÷àå-

ìûå èç îïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè. Â òàêîì ñëó÷àå îíè ïîëó÷àþòñÿ

èç èñõîäíîé ìîäåëè ïóò¼ì ðàñøèðåíèÿ êîëüöà êîíñòàíò ñ Ok äî Ok℘ è çàäàþòñÿ

òåìè æå óðàâíåíèÿìè, ÷òî è ñàìà ìîäåëü X, ðàññìàòðèâàåìûìè íàä ëîêàëüíûì

ïîëåì k℘. Ýòî ïîçâîëÿåò îáîéòè òîò ôàêò, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ L/k â

íàøåì ñëó÷àå èçîìîðôíà ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê Sn+1 è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ãðóïïà Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîëåé.

Èññëåäóåì îñîáåííîñòè ðåäóêöèè ñëî¼â X℘ ìîäåëè X. Èçâåñòíî (ñì. [4], [6]),

÷òî ðåäóêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

â âèäå X℘ = R ×rk U , ãäå R � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ÷àñòü, U � óíèïîòåíò-

íàÿ ÷àñòü, ïðè÷¼ì â íàøåì ñëó÷àå (òàê êàê ðàñøèðåíèå L/k âïîëíå ðàçâåòâ-

ëåíî) äëÿ äâîéñòâåííûõ óêàçàííûì ñõåìàì àëãåáð Õîïôà èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî rk ⊗Ok A℘ = rk[T̂ /IT̂ ] ⊗rk rk[Mk]. Çäåñü A℘ � òàêàÿ àëãåáðà Õîïôà, ÷òî

X℘ = Spec A℘, rk � ïîëå âû÷åòîâ êîëüöà Ok, I = 〈g − 1, g ∈ G〉 � èäåàë
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àóãìåíòàöèè êîëüöà Z[G], Mk � íåêîòîðàÿ àëãåáðà Õîïôà.

Äàëåå, ïóñòü ψ : T̂ → T̂ � ãîìîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

ψ(t) =
∏

g∈G t
g, ïóñòü òàêæå T̂1 = Ker ψ, 0 → T̂1 → T̂ → T̂2 → 0 � òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà èçâåñòíî (ñì. [4]), ÷òî ìîäóëè T̂1, T̂2 íå èìåþò êðó-

÷åíèÿ è êîëüöî èíâàðèàíòîâ (rk[T̂ /IT̂ ])G � àëãåáðà Õîïôà ãðóïïîâîé ñõåìû

R ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà, ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

rk-òîð R0, îïðåäåëÿåìûé G-ìîäóëåì T̂2, è ôàêòîð R/R0 äóàëåí ìîäóëþ T̂1/IT̂

(ïðè÷¼ì T̂1/IT̂ ∼= H−1(G, T̂ )). Ïî çàäàíèþ âûøå T̂1/IT̂ = Ker ψ/IT̂ . Îïðåäå-

ëèì, êàêîé âèä èìååò ýòîò îáúåêò äëÿ èññëåäóåìîãî òîðà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî àíèçîòðîïíîãî òîðà Ker ψ = T̂ . Â ñàìîì äåëå, åñëè

s ∈ Im ψ, òî s =
∏

g∈G t
g ∈ T̂G, òàê êàê äëÿ ëþáîãî h ∈ G áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

sh =
∏

g∈G t
gh =

∏
g∈G t

g = s. Íî åñëè òîð T àíèçîòðîïíûé, òî ïî îïðåäåëåíèþ

T̂G = {e} = Im ψ = T̂ /Ker ψ, òî åñòü Ker ψ = T̂ .

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé òîð àíèçîòðîïíûé. Ïóñòü χ ∈ T̂ � ïðîèç-

âîëüíûé õàðàêòåð, òîãäà îí èìååò íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó {χi} âèäà

χ =
∏n

i=1 χ
ai
i , ai ∈ Z. Â ãðóïïå An ýòî ðàçëîæåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðà-

âåíñòâó ε =
∑n

i=1 ai(εi − εi+1) = a1ε1 + (
∑n

i=2 εi(ai − ai−1)) − anεn+1. Óñëîâèå

χ ∈ T̂G äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ε ∈ An îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò ε äîëæåí

ñîõðàíÿòüñÿ ïðè äåéñòâèè ïåðåñòàíîâîê ñ çàïèñüþ â âèäå öèêëà δi = (i i + 1),

i = 1, n+ 1. Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè äëÿ ε äåéñòâèå ïåðåñòàíîâêè δi ïåðåâîäèò

äðóã â äðóãà εi è εi+1, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íå èçìåíÿåò. Îòñþäà óñëîâèå

εδi = ε ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óñëîâèé a1 = a2− a1, ai− ai−1 = ai+1− ai, i = 2, n,

an = −(an− an−1). Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü a1 = c, c ∈ Z, òî èç ïåðâîãî

ðàâåíñòâà ñëåäóåò a2 = 2c, èç ðàâåíñòâ ñî âòîðîãî ïî n-å ñëåäóåò a3 = 3c, ...,

an = nc. Íî èç (n+ 1)-ãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò an = −c. Îòñþäà nc = −c, ÷òî âû-

ïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè c = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ai = 0, i = 1, n+ 1, à ýòî çíà÷èò,

÷òî åäèíñòâåííûì èíâàðèàíòíûì õàðàêòåðîì èç T̂ ÿâëÿåòñÿ χ =
∏n

i=1 χ
0
i = 1T̂ .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûé òîð àíèçîòðîïíûé è Ker ψ = T̂ .

Âûÿñíèì òåïåðü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäóëü IT̂ . Ïî

çàäàíèþ IT̂ = 〈tg−1, t ∈ T̂ , g ∈ G〉 = 〈tg/t, t ∈ T̂ , g ∈ G〉. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî òîðà ïðè çíà÷åíèÿõ n, áîëüøèõ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî,

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ IT̂ = T̂ .

Ðàññìîòðèì õàðàêòåð t ∈ OG(χi) ⊂ T̂ . Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, â ñèñòåìå

êîðíåé An îí áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ýëåìåíòó âèäà t = εi−εi+v ëèáî t = εi+v−εi,

1 6 v 6 n, 1 6 i 6 (n − v), è äåéñòâèåì ïåðåñòàíîâîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýëåìåíòàì G, èç ýëåìåíòà t ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò âèäà tg = εj − εu,

1 6 j, u 6 n + 1, j 6= u, ïðè ýòîì ýëåìåíò tg/t áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ýëåìåíòó

An âèäà εj−εu+εi+v−εi èëè ñîîòâåòñòâåííî εj−εu+εi−εi+v. Ïóñòü n > 2, òîãäà

äëÿ ëþáîãî i 6 n− 1 ìîæåì ïîëîæèòü t = εi+2 − εi, j = i+ 2, u = i+ 1, òîãäà

tg/t = εi+2 − εi+1 − εi+2 + εi = εi − εi+1. Ýòîò ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóåò áàçèñíîìó

õàðàêòåðó χi ìîäóëÿ T̂ . Òàêæå ïðè n > 2 ìîæåì ïîëîæèòü t = εn+1− ε1, j = n,

u = 1, òîãäà tg/t = εn− ε1− εn+1 + ε1 = εn− εn+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áàçèñíîìó

õàðàêòåðó χn. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè n > 2 ìîäóëü IT̂ ñîäåðæèò

ñðåäè ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ âñå áàçèñíûå õàðàêòåðû èç ìîäóëÿ T̂ , à òàê êàê

IT̂ ⊂ T̂ , òî IT̂ = T̂ .

Ñ ó÷¼òîì âûøåäîêàçàííîãî ïðè n > 2 âûïîëíÿåòñÿ T̂1/IT̂ = Ker ψ/IT̂ =

T̂ /T̂ = {1T̂}, òî åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ÷àñòü ðåäóêöèè êàæäîãî ñëîÿ X℘ íàä

ëîêàëüíûì ïîëåì k℘ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè X àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T ,

à çíà÷èò, è âñåé ìîäåëè X, íå èìååò îñîáåííîñòåé. Ýòèì ðàññóæäåíèåì áûëî

äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 3.2. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ïðè n > 3

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ÷àñòü ðåäóêöèè ìîäåëè X íå èìååò îñîáåííîñòåé.

Èññëåäóåì òåïåðü óíèïîòåíòíóþ ÷àñòü ðåäóêöèè ìîäåëè X. Âîñïîëüçóåì-

ñÿ ñëåäóþùèì èçâåñòíûì ôàêòîì (ñì. [22]). Ïóñòü T1, T2 � àëãåáðàè÷åñêèå
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k℘-òîðû ñ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ LP òàêèå, ÷òî îïðåäåë¼í ìîíîìîðôèçì ìîäóëåé

õàðàêòåðîâ α : T̂1 → T̂2, ïðè÷¼ì ìîäóëè T̂1 è T̂2 èìåþò îäèíàêîâûé Z-ðàíã.

Òîãäà èçâåñòíî, ÷òî åñëè m = [T̂2 : α(T̂1)] âçàèìíî ïðîñòî ñ p = char rk℘ (ãäå

rk℘ � ïîëå âû÷åòîâ Ok℘), òî óíèïîòåíòíûå ÷àñòè ðåäóêöèé ñòàíäàðòíûõ öåëûõ

ìîäåëåé òîðîâ T1 è T2 èçîìîðôíû.

Íàïîìíèì, ÷òî àääèòèâíàÿ çàïèñü ðåø¼òêè õàðàêòåðîâ èññëåäóåìîãî òîðà T̂

â îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìû êîðíåé èìååò âèä T̂ = 〈ε1−ε2, ..., εn−εn+1〉 (ñåé÷àñ ìû

ðàññìàòðèâàåì å¼ êàê ðåø¼òêó õàðàêòåðîâ ñëîÿ T℘ òîðà T íàä ïîëåì k℘). Ðàñ-

ñìîòðèì ðåø¼òêó õàðàêòåðîâ ñ àääèòèâíîé çàïèñüþ T̂2 = 〈ε1+ε2+...+εn+1〉⊕T̂ .

Îíà ñîîòâåòñòâóåò òîðó âèäà T2 = Gm × T℘, èçâåñòíî (ñì. [22]), ÷òî óíèïîòåíò-

íàÿ ÷àñòü ðåäóêöèè ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè â ýòîì ñëó÷àå òàêàÿ æå, êàê ó

ñàìîãî òîðà T℘. Ïóñòü T̂1 = 〈ε1, ..., εn+1〉 ∼= Zn+1. Òàêàÿ ðåø¼òêà õàðàêòåðîâ

ñîîòâåòñòâóåò òîðó âèäà T1 = RF/k℘(Gm), ãäå F � íåêîòîðîå ïîäõîäÿùåå ïîëå.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, T̂1 = Zn+1 ⊇ 〈ε1 +ε2 + ...+εn〉⊕ T̂ = T̂2, ïðè÷¼ì Z-ðàíãè ó

T̂1 è T̂2 ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âçàèìíîé ïðîñòîòû m

è p, òî óíèïîòåíòíûå ÷àñòè ðåäóêöèè èõ ñòàíäàðòíûõ öåëûõ ìîäåëåé èçîìîðô-

íû. Íî èçâåñòíî (ñì. [22]), ÷òî äëÿ òîðîâ âèäà RF/k℘(Gm) óíèïîòåíòíàÿ ÷àñòü

ðåäóêöèè ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè íå èìååò îñîáåííîñòåé, ñëåäîâàòåëüíî, åñ-

ëè óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî óíèïîòåíòíàÿ ÷àñòü ðåäóêöèè ñòàíäàðòíîé öåëîé

ìîäåëè òîðà T2, à çíà÷èò, è òîðà T℘ íå èìååò îñîáåííîñòåé. Îñòà¼òñÿ âûÿñíèòü,

ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ m è p âçàèìíî ïðîñòû.

Èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèå m ïî ëåììå Ãóðâèöà ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ìîäóëü

îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà ìåæäó áàçèñàìè T̂1 è T̂2. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó-

÷àåì [T̂1 : T̂2] = mod

∣∣∣∣ 1 1 ... 1
1 −1 ... 0
... ... ... ...
1 0 ... −1

∣∣∣∣ = n+1. Èòàê, óíèïîòåíòíàÿ ÷àñòü ñòàíäàðòíîé

öåëîé ìîäåëè òîðà T℘, à çíà÷èò, ñëîÿ X℘ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè òîðà T íàä ïîëåì

k℘, íå èìååò îñîáåííîñòåé, åñëè p âçàèìíî ïðîñòî ñ n+ 1. Òàê êàê p ïðîñòîå, òî

ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî p - n + 1, â áîëåå îáùåì âèäå ýòî ìîæíî çàïèñàòü
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êàê ℘ - (n+ 1). Èòàê, áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 3.3. Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ïðè n > 3

óíèïîòåíòíàÿ ÷àñòü ðåäóêöèè ñëîÿ X℘ ìîäåëè X íàä ïîëåì k℘ íå èìååò îñîáåí-

íîñòåé, åñëè ℘ - (n+ 1).

Òàêèì îáðàçîì, íà äàííûé ìîìåíò ìû îïðåäåëèëè âîçìîæíûå òî÷êè íåãëàä-

êèõ ðåäóêöèé ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T .
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