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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ � àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Âàæíåéøèì èìïóëü-

ñîì ê å¼ èçó÷åíèþ áûë ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ ê ñëó÷àþ àë-

ãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòîãî. Åñëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèå òîðû

èìåþò âåñüìà ïðîñòóþ ñòðóêòóðó è, ñêîðåå, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êàê ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò

àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òî íàä íåçàìêíóòûì ïîëåì ñòðóêòóðà àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ìîæåò

áûòü è äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, ÷òî îïðàâäûâàåò èíòåðåñ ê íåìó êàê ñàìîñòîÿòåëüíîìó îáúåê-

òó1, è ïðè òàêîì èçó÷åíèè íåîäíîêðàòíî áûâàëè ïîëó÷åíû íîâûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Â ÷àñòíîñòè, îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîëå îïðåäåëåíèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ ëîêàëüíîå èëè ãëîáàëüíîå, îêàçàëîñü èçó÷åíèå öåëûõ

ìîäåëåé ýòèõ òîðîâ.

Ïóñòü G � ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, îïðåäåë¼ííàÿ íàä ïîëåì K (ëîêàëüíûì èëè

ãëîáàëüíûì). Òîãäà öåëîé ìîäåëüþ G íàçûâàþò òàêóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó X, îïðåäåë¼ííóþ

íàä OK ⊂ K � êîëüöîì öåëûõ ïîëÿ K, ÷òî G ∼= X ×Spec OK
Spec K. Êëàññè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ

öåëàÿ ìîäåëü Íåðîíà, ïîäðîáíî îïèñàííàÿ â ìîíîãðàôèè Ç. Áîøà, Â. Ëþòêåáîìåðòà è Ì.

Ðåéíî2. Å¼ ãëàâíîå äîñòîèíñòâî â òîì, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ãëàäêîñòè, òðåáóåìîå

îò öåëîé ìîäåëè êàê äîïîëíèòåëüíîå âî ìíîãèõ çàäà÷àõ. Îäíàêî ìîäåëü Íåðîíà îïðåäåëÿåò-

ñÿ íåêîíñòðóêòèâíî, âñëåäñòâèå ÷åãî å¼ ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Ïîýòîìó

ñîõðàíÿåòñÿ èíòåðåñ è ê àëüòåðíàòèâíûì öåëûì ìîäåëÿì, îáëàäàþùèì êàêèìè-ëèáî ïîëåç-

íûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Îäíîé èç òàêèõ ìîäåëåé äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî îñ-

íîâíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü (îíà æå ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî), âïåðâûå

îïðåäåë¼ííàÿ â ðàáîòàõ Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî è Ò. Â. Ôîìèíîé. Ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü

îïðåäåëåíà êîíñòðóêòèâíî, âñåãäà ñòðîãî ïëîñêàÿ è èìååò êîíå÷íûé òèï. Îäíàêî ñâîéñòâî

ãëàäêîñòè äëÿ íå¼, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ýòî îáóñëîâèëî èíòåðåñ ê èçó÷å-

íèþ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëüþ è ìîäåëüþ Íåðîíà, êîòîðîå ïðîèçâîäè-

ëîñü â ðàáîòàõ Ñ. Þ. Ïîïîâà3, à òàêæå ×. ×èíã-Ëè è Þ. Öçþ-Êàíãà4. Â íèõ áûëî äîêàçàíî,

1Âîñêðåñåíñêèé, Â.Å. Àëãåáðàè÷åñêèå òîðû / Â.Å. Âîñêðåñåíñêèé. - Ì.: Íàóêà, 1977. - 224 ñ.
2Bosch, S. Néron Models / S. Bosch, W. Lütkebohmert, M. Raynaud. - Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag

Berlin Heidelberg, 1990. - 325 pp.
3Popov, S.Yu. Standard Integral Models of Algebraic Tori / S.Yu. Popov. // Preprintreihe des SFB 478 -

Geometrische Strukturen in der Mathematik. - 2003. - 31 pp.
4Ching-Li, Ch. Congruences of Néron models for tori and the Artin conductor / Ch. Ching-Li, Yu. Jiu-Kang. -

National Center for Theoretical Science, National Tsing-Hua University, Hsinchu, Taiwan, 1999. - 30 pp.
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÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ L àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íå áîëåå ÷åì

ñëàáî ðàçâåòâëåíî íàä îñíîâíûì ïîëåì K, ìîäåëü Íåðîíà ýòîãî òîðà ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðò-

íîé öåëîé ìîäåëüþ, à â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå äèêîãî âåòâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç íå¼ çà

êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ïðîöåññà ñãëàæèâàíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåò-

íûõ ïðèìåðîâ âî âñåõ âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàëèñü

ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë èëè èõ êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñíîâíîå ïîëå � ãëîáàëüíîå, ïîñòðîåíèå è ñâîéñòâà ìîäåëè Íåðîíà

èçó÷åíû õóæå. Â êà÷åñòâå ãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ îáû÷íî ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. ×òîáû ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè

Íåðîíà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ öåëàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ìîæåò

èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî øàãà ïðîöåññà ñãëàæèâàíèÿ. Èçâåñòíû äâå ðàçëè÷-

íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìûå öåëûå ìîäåëè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îáîáùåíèåì

èäåè ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè èç ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë. Ýòî ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü, îïðåäåë¼ííàÿ è îïèñàííàÿ â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Â. Å.

Âîñêðåñåíñêîãî, Á. Ý. Êóíÿâñêîãî è Á. Ç. Ìîðîçà5, è êàíîíè÷åñêàÿ öåëàÿ ìîäåëü, îïðåäå-

ëåíèå êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿåòñÿ â êíèãå Â. Å. Âîñêðåñåíñêîãî6. Ëþáàÿ èç ýòèõ ìîäåëåé,

êàê ñëåäóåò èç èõ îïèñàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîòàõ, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîé ñõåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà ïóò¼ì ñãëàæèâàíèÿ, îäíàêî ïðè ýòîì âîç-

íèêàþò òðóäíîñòè, îòñóòñòâóþùèå â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ïîëÿ. Òàê, äëÿ êàíîíè÷åñêîé öåëîé

ìîäåëè íåèçâåñòíî ÿâíîå çàäàíèå, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíîå çàäàíèå ìîäåëè Íåðîíà

â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, à äëÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè íåèçâåñòíà

ñòðóêòóðà å¼ ñëî¼â íàä ïîïîëíåíèÿìè îñíîâíîãî ïîëÿ, ÷òî òàêæå ïðåïÿòñòâóåò ïîëó÷åíèþ

ÿâíîãî çàäàíèÿ ìîäåëè Íåðîíà. Êðîìå òîãî, äî ñèõ ïîð íå áûëà èçó÷åíà âçàèìîñâÿçü ìåæ-

äó ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé ìîäåëÿìè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå ðàçäåëû â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ îáëàäàþò çíà-

÷èòåëüíûì ïîòåíöèàëîì äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðîå è áûëî ïðîâåäåíî â äàííîé

ðàáîòå.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå � àëãåáðàè÷åñêèå òîðû, îïðåäåë¼ííûå íàä ëî-

êàëüíûìè èëè ãëîáàëüíûìè ïîëÿìè, à òàêæå öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ.

5Âîñêðåñåíñêèé, Â.Å. Î öåëûõ ìîäåëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ / Â.Å. Âîñêðåñåíñêèé, Á.Ý. Êóíÿâñêèé, Á.Ç.

Ìîðîç. // Àëãåáðà è àíàëèç. - 2002. - Ò. 14, âûïóñê 1. - Ñ. 46-70.
6Âîñêðåñåíñêèé, Â.Å. Áèðàöèîíàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï / Â.Å. Âîñêðåñåíñêèé.

- Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2009. - 408 ñ.
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Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ñëåäóþùèå öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ: ìîäåëü Âîñ-

êðåñåíñêîãî äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ, êàíîíè÷åñêàÿ è ñòàíäàðòíàÿ öåëûå ìî-

äåëè äëÿ ñëó÷àÿ ãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ, ìîäåëü Íåðîíà � à òàêæå ñâÿçü ìåæäó ýòèìè

ìîäåëÿìè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëÿìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àë-

ãåáðàè÷åñêîãî òîðà, îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ñîâïàäåíèÿ åãî êàíî-

íè÷åñêîé è ñòàíäàðòíîé öåëûõ ìîäåëåé, èçó÷åíèå ñâîéñòâ óêàçàííûõ ìîäåëåé (÷òî ïîçâîëèò

èñïîëüçîâàòü èõ ïðè ïîñòðîåíèè ÿâíîãî çàäàíèÿ ãëîáàëüíîé ìîäåëè Íåðîíà), à òàêæå ïî-

ñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà â ÿâíîì âèäå è èçó÷åíèå å¼ ñâîéñòâ äëÿ íåêîòîðûõ ñåðèé ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ å¼ ñòðóêòóðà ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûå çàêîíîìåðíîñòè: äâóìåðíûõ

òîðîâ è ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ.

Ýòà öåëü áûëà äîñòèãíóòà ðåøåíèåì ñëåäóþùèõ çàäà÷:

1) Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé Âîñêðåñåíñêîãî è èõ ñãëàæèâàíèå äî ïîëó÷åíèÿ ìîäåëåé Íåðîíà

äëÿ âñåõ òèïîâ äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè.

2) Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ãëîáàëüíûì

ïîëåì ñâîéñòâ çàìêíóòûõ âëîæåíèé, êîíñòðóêöèè â ñëó÷àå ïðîñòåéøåãî êâàçèðàçëîæèìîãî

òîðà.

3) Óñòàíîâëåíèå ìåæäó ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé öåëûìè ìîäåëÿìè ïðîèçâîëüíîãî

àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ãëîáàëüíûì ïîëåì èçîìîðôèçìà ñëî¼â íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè è

âëîæåíèÿ.

4) Ïîñòðîåíèå ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè è å¼ ñãëàæèâàíèå äî ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè Íåðî-

íà äëÿ ìàêñèìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå íàä ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû êîðíåé Bn.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè àôôèííîé ðåàëèçàöèè àë-

ãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è èõ öåëûõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïï Ãàëóà è êëàññèôèêàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê. Â âîïðîñàõ èçó÷å-

íèÿ ãëàäêîñòè öåëûõ ìîäåëåé ìû ÷àñòî èñïîëüçóåì äåôåêò ãëàäêîñòè � âåëè÷èíó, õàðàê-

òåðèçóþùóþ ìåðó îòêëîíåíèÿ ãðóïïîâîé ñõåìû îò ãëàäêîé ñòðóêòóðû. Ïðè èññëåäîâàíèè

ðåäóêöèè öåëûõ ìîäåëåé ìû èñïîëüçóåì ñòðóêòóðíóþ òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä

ñîâåðøåííûìè ïîëÿìè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:

• Ïîëó÷åíî ÿâíîå çàäàíèå ìîäåëè Íåðîíà âñåõ äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

òîðîâ íàä ëîêàëüíûì ïîëåì.
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• Äîêàçàíû ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ÷èñåë è å¼ ñëîåâ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü óêàçàííóþ

ìîäåëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà äàííîãî òîðà.

• Äîêàçàíî ñîâïàäåíèå ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé öåëûõ ìîäåëåé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

• Ïîëíîñòüþ îïèñàíî ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà ìàêñèìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà áåç

àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû êîðíåé

Bn.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Ïîñòðîåíû ìîäåëè Íåðîíà äëÿ âñåõ 10 òèïîâ äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ òîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè. Äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòàíäàðò-

íîé öåëîé ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëè.

Óñòàíîâëåí èçîìîðôèçì ìåæäó ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé öåëûìè ìîäåëÿìè ïðîèçâîëüíî-

ãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà, îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïîñòðîåíà ìîäåëü

Íåðîíà ìàêñèìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå íàä ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû êîðíåé Bn.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Â äèññåðòàöèè èçëîæåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì ëè÷-

íî. Ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áûëè îïðåäåëåíû îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ, öåëè è

çàäà÷è ðàáîòû. Äàëåå íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì îñóùåñòâëÿëîñü îáùåå ðóêîâîäñòâî, ïðîèç-

âîäèëèñü ìåòîäè÷åñêàÿ ïîìîùü è îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ýòàïû èññëåäî-

âàíèÿ: ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé, ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå ìîäåëåé �

ïðîâåäåíû àâòîðîì ëè÷íî.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàí-

íîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëíûìè è ïîäðîáíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äî-

êàçàòåëüñòâàìè, èçëîæåííûìè â ðàáîòå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷, èìåþùèõ ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå

äëÿ àðèôìåòèêè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè è ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë, è ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë Ìîñêîâ-

ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, Ñàìàðñêîãî óíèâåðñèòåòà, Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ÏÎÌÈ

ÐÀÍ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà-

ôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, íà III Ìåæäóíàðîä-
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íîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿ (Òîëüÿòòè,

2012 ã.), íà XI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû è ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 2013 ã.), íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èì.

Ä. Ê. Ôàääååâà ÏÎÌÈ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. À. È. Ãåíåðàëîâ) è íà V Ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ¿ (Ñàìàðà, 2015

ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå 2 ïóá-

ëèêàöèè � â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ðîññèè, 1 ïóáëèêàöèÿ � â ðåöåíçèðóåìûõ

èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ìåæäóíàðîäíûå ðåôåðàòèâíûå áàçû äàííûõ è ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 102 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 25 íàèìåíîâàíèé. Êàæäàÿ ãëàâà

ðàçäåëåíà íà ïóíêòû, â ïðåäåëàõ ãëàâû òåîðåìû, ïðåäëîæåíèÿ, ëåììû è ôîðìóëû îõâà÷åíû

åäèíîé íóìåðàöèåé â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ â òåêñòå.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, à òàêæå ñôîðìó-

ëèðîâàíû öåëè è çàäà÷è ðàáîòû è äàí îáçîð èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 íîñèò ïîäãîòîâèòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìûé ìàòåðèàë èç

òåîðèè ôóíêòîðîâ è ãðóïïîâûõ ñõåì, à òàêæå àðèôìåòèêè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, èñïîëüçóå-

ìûé â äàëüíåéøåì. Ãëàâà ñîäåðæèò êðàòêîå èçëîæåíèå íåîáõîäèìûõ ñâåäåíèé, êàñàþùèõñÿ

àôôèííûõ ñõåì, ôîðì è îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå

öåëûõ ìîäåëåé àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ.

Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ãëàâå äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå äâóõ îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ íà-

ñòîÿùåé ðàáîòû. Ïåðâûé èç íèõ � àëãåáðàè÷åñêèé òîð, ðàññìàòðèâàåìûé êàê àôôèííàÿ

ñõåìà. Àëãåáðàè÷åñêèì òîðîì T , îïðåäåë¼ííûì íàä ïîëåì k è äèàãîíàëèçèðóåìûì (ðàçëî-

æèìûì) íàä åãî ðàñøèðåíèåì L, ÿâëÿþùèìñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, íàçûâàþò ñõåìó T =

Spec (L[Zn])G òàêóþ, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà G = Gal(L/k) äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî íà àëãåáðå

Õîïôà L[Zn]. Êàê âèäíî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, êàòåãîðèÿ L-ðàçëîæèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

k-òîðîâ è êàòåãîðèÿ G-ìîäóëåé êîíå÷íîãî Z-ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ (ðåøåòîê Ãàëóà) äâîéñòâåí-

íû. Ïðè ýòîì êàæäîìó òîðó T ñîîòâåòñòâóåò åãî G-ìîäóëü õàðàêòåðîâ T̂ . Â óñëîâèÿõ äàííûõ

îáîçíà÷åíèé äëÿ òîðà T ïîëå k òàêæå íàçûâàþò îñíîâíûì ïîëåì, à L � ïîëåì ðàçëîæåíèÿ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ äàííîãî òîðà ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì; èçâåñòíî,
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÷òî ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ.

Âòîðîé îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � öåëàÿ ìîäåëü X àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T , ïðåä-

ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé òàêóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó íàä Ok � êîëüöîì öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ k, ÷òî

X ×Spec Ok
Spec k ∼= T .

Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà � äèàãîíàëüíàÿ ãðóïïà (îíà íàçûâàåòñÿ k-

ðàçëîæèìûì òîðîì). Ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè ñòðóêòóðû òèï òîðîâ � êâàçèðàçëîæèìûå.

Îíè îáëàäàþò òåì âàæíåéøèì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð ìîæåò áûòü

ðåàëèçîâàí êàê ïîäòîð íåêîòîðîãî êâàçèðàçëîæèìîãî òîðà. Âî âñåõ èññëåäîâàíèÿõ äàííîé

ðàáîòû â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé êâàçèðàçëîæèìîãî òîðà, à çà-

òåì ïåðåíîñèì ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî òîðà èëè îáúÿñíÿåì ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ

òàêîãî ïåðåíîñà. Â ñèëó îïèñàííîé âûøå äâîéñòâåííîñòè òîðîâ è èõ ìîäóëåé õàðàêòåðîâ

âìåñòî ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ êâàçèðàçëîæèìîãî íàäòîðà äëÿ èçó÷àåìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà

ìû ñòðîèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü7 âèäà 0 → R̂ → Ŝ → T̂ → 0. Çäåñü T̂ , R̂ è Ŝ �

G-ìîäóëè õàðàêòåðîâ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íàä k è ðàçëîæèìûõ (äèàãîíà-

ëèçèðóåìûõ) íàä L, ïðè÷¼ì òîð S êâàçèðàçëîæèì íàä k è ïîýòîìó Ŝ � ïåðìóòàöèîííûé

G-ìîäóëü.

Äàëåå îïèñûâàþòñÿ êîíñòðóêöèè îñíîâíûõ öåëûõ ìîäåëåé, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ

ïðè èññëåäîâàíèè àðèôìåòèêè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ. Ïåðâîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ

öåëàÿ ìîäåëü (èçâåñòíàÿ òàêæå êàê êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü èëè ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî) àëãåá-

ðàè÷åñêîãî òîðà íàä ëîêàëüíûì ïîëåì. Íàïîìíèì, êàê îíà îïðåäåëÿåòñÿ.

Â óñëîâèÿõ ðàíåå ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé èçâåñòíî, ÷òî k[T ] = L[T̂ ]G, ãäå L[T̂ ] � ãðóïïî-

âîå êîëüöî T̂ , k[T ] � êîîðäèíàòíîå êîëüöî T . Ïóñòü [L : k] = n, rk T̂ = d. Èç îïðåäåëåíèÿ

àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà êàê ñâÿçíîé àëãåáðàè÷åñêîé k-ãðóïïû, äèàãîíàëèçèðóåìîé íàä L, ñëå-

äóåò èçîìîðôèçì T ×Spec k Spec L ∼= Gd
m,L. Äëÿ îáúåêòîâ, äâîéñòâåííûõ ó÷àñòâóþùèì â ýòîì

èçîìîðôèçìå, èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íûé èçîìîðôèçì L[T̂ ] ∼= L⊗L[T̂ ]G ∼=
⊕n

i=1(L[T̂ ]Gωi), ãäå

{ωi} � êàêîé-ëèáî áàçèñ ðàñøèðåíèÿ L/k. Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó

{ωi} ëþáîãî õàðàêòåðà èç T̂ . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ T̂ èìååò ìåñòî íåêîòîðîå

ðàçëîæåíèå χi =
∑n

j=1 xijωj, i = 1, d, à äëÿ îáðàòíûõ èì � ðàçëîæåíèå χ−1
i =

∑n
j=1 yijωj.

Èçâåñòíî3, ÷òî L[T̂ ]G êàê k-àëãåáðà ïîðîæäåíà íàä k ýëåìåíòàìè xij, yij, ýòî ôîðìàëüíî îáî-

çíà÷àþò L[T̂ ]G = k[xij, yij]. Ïðè÷¼ì â ñëó÷àå, åñëè ïîëÿ k è L ëîêàëüíûå, áàçèñ {ωi} âñåãäà

ìîæíî âûáðàòü öåëûì. Òîãäà ìîäåëüþ Âîñêðåñåíñêîãî íàçûâàåòñÿ ñõåìà X = Spec B, ãäå

7Êðóòèêîâ, Þ.Þ. Àôôèííûå ïðåäñòàâëåíèÿ òðåõìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ / Þ.Þ. Êðóòèêîâ. //

Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. - 2007. - � 7 (57). - Ñ. 92-

106.
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B = Ok[xij, yij].

Âòîðàÿ èç îñíîâíûõ öåëûõ ìîäåëåé � ìîäåëü Íåðîíà. Íàïîìíèì, ÷òî öåëàÿ ìîäåëü

X òîðà T íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà, åñëè îíà ãëàäêàÿ, ïðèâåä¼ííàÿ è óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîé ãëàäêîé Ok-ñõåìû Y ëþáîé k-ìîðôèçì

uk : Y × Spec k → X × Spec k åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî Ok-ìîðôèçìà

u : Y → X.

Îñíîâíûå íåäîñòàòêè ìîäåëè Íåðîíà2 � äëÿ ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé k-ñõåìû X, ãäå k �

ëîêàëüíîå ïîëå èëè ãëîáàëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, ìîäåëü Íåðîíà ìîæåò íå ñóùåñòâî-

âàòü, åñëè X ñîäåðæèò ïîäãðóïïó òèïà Ga, èëè íå èìåòü êîíå÷íîãî òèïà, åñëè X ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó òèïà Gm.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà òðåáóþò ìíîãèå âîïðîñû àðèôìåòèêè àëãåáðà-

è÷åñêèõ òîðîâ êàê íàä ëîêàëüíûìè, òàê è íàä ãëîáàëüíûìè ïîëÿìè, íî, ê ñîæàëåíèþ, ÿâíîé

êîíñòðóêöèè, â îòëè÷èå îò ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî, ìîäåëü Íåðîíà íå èìååò. Èçâåñòíî ëèøü,

÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ãðóïïîâîé ñõåìîé êîíå÷íîãî òèïà äëÿ k-àíèçîòðîïíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ òîðîâ è òîëüêî äëÿ íèõ. Ñëåäóÿ îáùåé ðåêîìåíäàöèè2, ïîëó÷èòü ìîäåëü Íåðîíà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà ñãëàæèâàíèÿ, ïðèìåí¼ííî-

ãî ê íåêîòîðîé öåëîé ìîäåëè, êîòîðàÿ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ

ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà â ýòîì àëãîðèòìå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà4

ëþáàÿ àôôèííàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà íàä êîëüöîì öåëûõ Ok, îáëàäàþùàÿ òåì

ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì, ÷òî X(Ok) = U , ãäå U ⊂ T (k) � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû k-òî÷åê òîðà T . Â ÷àñòíîñòè, ïîäõîäÿùèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò3 óïîìÿíóòàÿ

ðàíåå öåëàÿ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà â ÿâíîì âèäå äëÿ k-àíèçîòðîïíîãî

òîðà ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷å: èçó÷èòü îñîáåííîñòè ðåäóêöèè ìîäåëè

Âîñêðåñåíñêîãî èññëåäóåìîãî òîðà è óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ ðàçðåøåíèÿ è å¼ ðåàëè-

çàöèþ. Ðàíåå äàííàÿ çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà òîëüêî äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ8

(ñåìåéñòâà íîðìåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì

óñëîâèÿì), ìû æå ðåøèëè ýòó çàäà÷ó äëÿ âñåõ äâóìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä ëîêàëü-

íûìè ïîëÿìè â ãëàâå 2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèåé äâóìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, ìû âû-

áðàëè èç 13 òèïîâ äâóìåðíûõ òîðîâ 10 àíèçîòðîïíûõ è äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ êàæäîãî èç íèõ

ïîñòðîèëè ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî â ÿâíîì âèäå. Ñ ó÷¼òîì îáùèõ ñâîéñòâ ñòàíäàðòíîé öå-

8Liu, Q. Special �bers of Néron models and wild rami�cation / Q. Liu, D. Lorenzini. // Preprint. - 1999. -

40 pp.
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ëîé ìîäåëè, òàêèõ êàê ýòàëüíàÿ çàìåíà áàçû è ãëàäêîñòü ìîäåëè â ñëó÷àå íå áîëåå ÷åì

ðó÷íîãî âåòâëåíèÿ ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ L íàä îñíîâíûì ïîëåì k, ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ,

êîãäà L âïîëíå è äèêî ðàçâåòâëåíî íàä k, à ïîëå âû÷åòîâ èìååò õàðàêòåðèñòèêó 2 èëè 3.

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ðåäóêöèÿ ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè îêàçàëàñü íåïðèâåä¼í-

íîé ãðóïïîâîé ñõåìîé, îñîáåííîñòè â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè ïðè-

âåäåíû â òàáëèöå 1 (òîðû òåõ òèïîâ, íîìåðà êîòîðûõ îòñóòñòâóþò â òàáëèöå, íå ÿâëÿþòñÿ

k-àíèçîòðîïíûìè).

Ïðè ðàçðåøåíèè îñîáåííîñòåé ñ ïîìîùüþ äèëàòàöèè íà êàæäîì øàãå ìû ïðîâåðÿëè ãëàä-

êîñòü ïîëó÷åííîé ãðóïïîâîé ñõåìû. Âû÷èñëÿÿ íà êàæäîì øàãå äåôåêò ãëàäêîñòè, çà êîíå÷-

íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷àëè åãî íóëåâîå çíà÷åíèå, ÷òî îçíà÷àëî ãëàäêîñòü öåëîé ìîäåëè. Â

ðåçóëüòàòå ìû äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïîñòðîèëè àôôèííóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó íàä êîëüöîì öå-

ëûõ îñíîâíîãî ïîëÿ k, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Íåðîíà ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî

òîðà. Ýòî è åñòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2.

Íîìåð òèïà òîðà [L : k] char rk = 2 char rk = 3

3 2 µ2 �

5 3 � µ3

6 4 µ2, α2 �

7 4 µ2, µ2 �

8 4 µ2, α2 �

9 6 α2, α2 α3

10 6 α2, α2 α3

11 6 � µ3

12 8 µ2, α2 �

13 12 α2, α2 α3

Òàáëèöà 1. Îñîáåííîñòè äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ íàä ïî-

ëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà k � ãëîáàëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0,

èçâåñòåí2 ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: öåëàÿ ìîäåëü X àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T ÿâëÿåòñÿ ìîäå-

ëüþ Íåðîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ìîäåëü X × Spec Ok℘ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ

Íåðîíà òîðà T℘ = T × Spec k℘ (çäåñü ℘ / Ok � ïðîñòîé èäåàë, k℘ � ïîïîëíåíèå k ïî

℘-àäè÷åñêîìó ïîêàçàòåëþ, Ok℘ � êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ k℘). Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìî-

äåëü Íåðîíà òîðà T êîñâåííûì ñïîñîáîì: åñëè âçÿòü òàêóþ ìîäåëü X
′
ýòîãî òîðà, ÷òî äëÿ

å¼ ñëî¼â X
′ × Spec Ok℘ èçâåñòåí ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà, òî ìîäåëü Íåðîíà X
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òîðà T ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ê ìîäåëè X
′
âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé Íåðîíà å¼ ëîêàëüíûõ ñëî¼â.

Òàêàÿ ìîäåëü èçâåñòíà, ýòî òàê íàçûâàåìàÿ êàíîíè÷åñêàÿ öåëàÿ ìîäåëü6. Íàïîìíèì å¼

îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà ℘ / Ok

ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîïîëíåíèå ïîëÿ k ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ℘-àäè÷åñêîìó ïîêàçàòåëþ, îíî

áóäåò ëîêàëüíûì ïîëåì (îáîçíà÷èì åãî k℘). Òîãäà äëÿ êàæäîãî òîðà T℘ = T × Spec k℘ îïðå-

äåëåíà ðàíåå îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîäåëè Âîñêðåñåíñêîãî íàä ëîêàëüíûì ïîëåì. Ïóñòü

B℘ � òàêàÿ àëãåáðà Õîïôà, ÷òî X℘ = Spec B℘ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü Âîñêðåñåíñêîãî.

Îïðåäåëåíèå 1. Â óñëîâèÿõ îáîçíà÷åíèé âûøå ñõåìà âèäà X = Spec C, ãäå C =
⋂

℘ / Ok

C℘,

C℘ = B℘

⋂
k[T ], íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé öåëîé ìîäåëüþ òîðà T .

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ÿâíîãî çàäàíèÿ. Ýòîãî íåäî-

ñòàòêà íå èìååò äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ìîäåëü � ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü5. Íàïîìíèì å¼ îïðå-

äåëåíèå (òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî áëàãîäàðÿ ðåçóëüòàòó Ì. Â. Áîíäàðêî9).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëüþ òîðà T íàçûâàåòñÿ Ok-ñõåìà âèäà X
′

=

Spec Ok[xij, yij], ãäå xij, yij � êîîðäèíàòû (êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè) ïðè ðàçëîæåíèè áàçèñíûõ

õàðàêòåðîâ ìîäóëÿ T̂ è îáðàòíûõ èì ïî öåëîìó áàçèñó ðàñøèðåíèÿ L/k, ãäå L � òàêîå ïîëå

ðàçëîæåíèÿ T , ÷òî îíî îáëàäàåò öåëûì áàçèñîì íàä k.

Íåäîñòàòêîì ýòîé ìîäåëè áûëà íåèçó÷åííîñòü ñâîéñòâ å¼ ëîêàëüíûõ ñëî¼â: åñëè äëÿ êàíî-

íè÷åñêîé ìîäåëè X òîðà T ïî îïðåäåëåíèþ ñëîè X℘ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäåëè Âîñêðåñåí-

ñêîãî òîðîâ T℘, íî ïðè ýòîì íåèçâåñòíî ÿâíîå çàäàíèå ñàìîé X, òî äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè

X
′
òîðà T ïî îïðåäåëåíèþ èçâåñòíî ÿâíîå çàäàíèå, íî å¼ ñëîè X

′
℘ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêî-

òîðûå öåëûå ìîäåëè òîðîâ T℘, èç çàäàíèÿ êîòîðûõ íå ñëåäóåò, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ ìîäåëÿìè

Âîñêðåñåíñêîãî ýòèõ òîðîâ. ×òîáû èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè

Íåðîíà, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî å¼ ëîêàëüíûå ñëîè óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì äëÿ ýòîãî

ñâîéñòâàì. Êðîìå òîãî, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ñòàíäàðòíàÿ è êàíîíè÷å-

ñêàÿ ìîäåëè ñîâïàäàþò, à â êàêèõ ðàçëè÷íû. Èìåííî ýòè âîïðîñû ðåøàþòñÿ â äàííîé ãëàâå

äèññåðòàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû ñëåäóþùèå. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì âñåãî íàøåãî

èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé ìîäåëåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X è X
′
� ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè÷åñêàÿ è ñòàíäàðòíàÿ öåëûå ìîäåëè

òîðà T , îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k. Òîãäà X = X
′
.

9Bondarko, M.V. Ideals in an extension of a number �eld as modules over the ring of integers in a ground �eld /

M.V. Bondarko. // Proceedings of the Session in analytic number theory and Diophantine equations (ed. by D.R.

Heath-Brown and B.Z. Moroz), Bonner Math. Schriften. - 2003. - Vol. 360.
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Òàêæå â äàííîé ãëàâå áûëè äîêàçàíû ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, íåîáõîäèìûå äëÿ

ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå ìîäåëè Íåðîíà è ñàìîé ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè. Ðåçóëüòàò çà-

êëþ÷¼í â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S, T � àëãåáðàè÷åñêèå òîðû òàêèå, ÷òî îíè îáà îïðåäåëåíû íàä ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k è èìåþò ïîëå ðàçëîæåíèÿ L. Ïóñòü G = Gal (L/k), Ŝ è T̂ � ìîäóëè

õàðàêòåðîâ ñîîòâåòñòâåííî S è T , XS = Spec A(Ŝ) è XT = Spec A(T̂ ) � ñòàíäàðòíûå öåëûå

ìîäåëè S è T . Íàêîíåö, ïóñòü îïðåäåë¼í G-ýïèìîðôèçì G-ìîäóëåé õàðàêòåðîâ β : Ŝ → T̂ .

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Ïóñòü k℘ � ïîïîëíåíèå ïîëÿ k ïî ïðîñòîìó èäåàëó ℘, Ok℘ � åãî êîëüöî öåëûõ. ÏóñòüX℘

� ñëîé ñõåìû XT íàä êîëüöîì Ok℘ . Ïóñòü àëãåáðà Õîïôà A(T̂ ) èìååò âèä A(T̂ ) = Ok[xij, yij].

Òîãäà ãðóïïà Ok℘-òî÷åê X℘(Ok℘) ñõåìû X℘ = Spec Ok℘ [xij, yij] ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé

êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé U ãðóïïû k℘-òî÷åê T℘(k℘) òîðà T℘ = T ×Spec k Spec k℘.

2) Àëãåáðà Õîïôà A(T̂ ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê A(Ŝ)/I, ãäå I = A(Ŝ) ∩ Ker βk, βk :

k[S] → k[T ] � ìîðôèçì êîëåö ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé, èíäóöèðîâàííûé β. Èäåàë I ïðè ýòîì

èìååò âèä I = A(Ŝ) ∩ J , ãäå J � èäåàë â àëãåáðå Õîïôà k[S], ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè

(xij − cj), ãäå cj ∈ Ok � êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà 1L ïî öåëîìó áàçèñó L/k,

i = 1,m, j = 1, n, I ≡ J ïî ìîäóëþ π-êðó÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü íàä

ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë êàê ïåðâûé øàã ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè Íåðîíà. Íî, êàê è â

ãëàâå 2, â òàêîì ñëó÷àå âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà â ÿâíîì âèäå â êàæäîì

êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå ñåðèé àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû

âûáðàëè ìàêñèìàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå òîðû áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ. Äëÿ ñëó-

÷àÿ ñèñòåìû êîðíåé Bn áûëà ïîñòðîåíà ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü è èçó÷åíû å¼ îñîáåííîñòè.

Ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå, îïðå-

äåë¼ííûé íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k, ñ ãðóïïîé Ãàëóà âèäà W (Bn). Òîãäà T =

RL2/k(R
(1)
L1/L2

(Gm)), ãäå k ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂ L, [L2 : k] = n, [L1 : L2] = 2. Åñëè ℘ - (2), òî

ñëîè X
′
℘ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè X

′
òîðà T ãëàäêèå, åñëè ℘ | (2), òî ðåäóêöèè ñëî¼â X

′
℘ èìåþò

åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü âèäà µ2.

Çàòåì áûëî îïèñàíî ñãëàæèâàíèå íàéäåííûõ îñîáåííîñòåé è ïîëíîñòüþ îïèñàíà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü ÿâíîå çàäàíèå ìîäåëè Íåðîíà òîðà

T .

Äëÿ ñëó÷àÿ An áûëà ïîñòðîåíà ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü è ÷àñòè÷íî îïèñàíû å¼ îñîáåí-

íîñòè, ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé òîð áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå,

îïðåäåë¼ííûé íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k, ñ ãðóïïîé Ãàëóà âèäà W (An). Ïóñòü X
′

� ñòàíäàðòíàÿ öåëàÿ ìîäåëü òîðà T , X
′
℘ � å¼ ñëîè íàä ïîïîëíåíèÿìè ïîëÿ k ïî ïðîñòûì

èäåàëàì ℘. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) Ïðè n = 1 ñëîèX
′
℘ ãëàäêèå, åñëè ℘ - (2), è èõ ðåäóêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü

âèäà µ2, åñëè ℘ | (2);

2) Ïðè n = 2 ñëîè X
′
℘ ãëàäêèå, åñëè ℘ - (2), ℘ - (3), è èõ ðåäóêöèÿ èìååò äâå îñîáåííîñòè

âèäà α2, åñëè ℘ | (2), èëè îäíó îñîáåííîñòü âèäà α3, åñëè ℘ | (3);

3) Ïðè n > 3 ðåäóêöèÿ ñëî¼â X
′
℘ íå èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îñîáåííîñòåé äëÿ ëþáûõ

℘;

4) Ïðè n > 3 ðåäóêöèÿ ñëî¼â X
′
℘ íå èìååò óíèïîòåíòíûõ îñîáåííîñòåé, åñëè ℘ - (n+ 1).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1) Ïîëó÷åíî ÿâíîå çàäàíèå ìîäåëè Íåðîíà âñåõ äâóìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

òîðîâ íàä ëîêàëüíûì ïîëåì.

2) Äîêàçàíû ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé öåëîé ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ÷èñåë è å¼ ñëîåâ íàä ëîêàëüíûìè ïîëÿìè, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü óêàçàííóþ

ìîäåëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Íåðîíà äàííîãî òîðà.

3) Äîêàçàíî ñîâïàäåíèå ñòàíäàðòíîé è êàíîíè÷åñêîé öåëûõ ìîäåëåé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

4) Ïîëíîñòüþ îïèñàíî ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåðîíà ìàêñèìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà

áåç àôôåêòà â ïîëóïðîñòîé ãðóïïå íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû

êîðíåé Bn.
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