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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Данная диссертационная работа продолжает ис-

следование связи между теорией представлений супералгебр Ли и теорией

обобщенных квантовых интегрируемых систем Калоджеро-Мозера-Сазерлен-

да(КМС), которое взяла начало в работах А.Н. Сергеева и А.П. Веселова.

Изначально наличие связей между этими двумя разделами было открыто в ра-

ботах А.Н. Сергеева1 2. Данные работы дали огромный толчок в исследовании

квантовых интегрируемых систем с позиции супералгебр Ли, а так же показали

наличие обратной связи, то есть применению методов квантовых интегрируе-

мых систем в теории представлений супералгебр Ли. В этих же работах было

показано, что при некоторой специализации параметров супермногочлены Дже-

ка переходят в определённые сферические функции, в соответствующих сим-

метрических суперпространствах. Тем самым выявлена тесная связь с теорией

представлений супералгебр Ли. Старт данных связей был дан в работах3 4. Так

же в работах А.Н. Сергеева и А.П. Веселова, указанных выше, был отражён

ещё один немаловажный факт, а именно, что те самые супермногочлены Джека

являются собственными функциями дифференциального оператора Калоджеро-

Мозера, который является оператором второго порядка. Позднее М.В. Фейгин,

А.П. Веселов и О.А. Чалых рассмотрели частные случаи этих дифференци-

альных операторов5. Далее в работе В.В. Сергановой было введено понятие

обобщённой системы корней 6, а уже в работе7 была показана связь обобщён-

1Сергеев А. Н. Оператор Калоджеро и супералгебры Ли. / А. Н. Сергеев // Теоретическая и
математическая физика. — 2002. — Т. 131, № 3. — С. 355—376.

2Sergeev A. N. Superanalogs of the Calogero operators and Jack polinomials. / A. N. Sergeev // J.
Noliniar Math. Phys. — 2001. — Vol. 8, no. . — P. 59–64.

3Вершик А. М. Асимптотическая теория характеров симметрической группы. / А. М. Вершик,
С. В. Керов // Функц. анализ и его прил. — 1981. — Т. 15, № 4. — С. 15—27.

4Вершик А. М. Характеры и фактор-представления бесконечной симметрической группы. / А.
М. Вершик, С. В. Керов // ДАН СССР. — 1981. — Т. 257, № 5. — С. 1037—1040

5Sergeev A. N. Deformed Macdonald - Ruijsenaars operators and super Macdonald polynomials. /
A. N. Sergeev, A. P. Veselov // Communications in Mathematical Physics. — 2009. — Vol. 288, no. 2. —
P. 65–675.

6Serganova V. V. On generalization of root system. / V. V. Serganova // Communication in Algebra.
— 1996. — Vol. 24, no. 13. — P. 4281–4299.

7Sergeev A. N. Deformed quantum Calogero–Moser systems and Lie superalgeras. / A. N. Sergeev,
A. P. Veselov // Communications in Algebra. — 2004. — Vol. 245, no. 2. — P. 249–278.
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ной системы корней и квантовых интегрируемых систем, а именно построение

интегралов. Иной подход к построению интегралов был получен в работах 8 9.

Актуальность проблемы обусловлена тем, что в общем случае теория

представлений простых супергрупп не является полупростой и потому супер-

характеры неприводимых представлений сложно устроены. В связи с этим ис-

пользуется другой подход получения суперхарактеров неприводимых представ-

лений супергрупп Ли, а именно специализацией параметров супермногочленов

Якоби. Основная трудность заключается в том, что при специализации коэффи-

циентов (𝑘,𝑝,𝑞) → (−1,0,0) данные многочлены не всегда корректно определе-

ны.

Одним из простейших примеров супералгебр Ли, теория представлений

которых не полупроста является супергруппы Ли osp(3|2) и 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛). В

этом случае, как правило, задача описания неприводимых представлений в

терминах более простых представлений (в частности вычисления их супер-

характеров) является глубоко нетривиальной. В общем случае для суперал-

гебр osp(𝑛|2𝑚) эта задача была решена В.В. Сергановой 10. При этом ис-

пользуются полиномы Каждана–Люстига специального вида, а соответству-

ющий алгоритм дает кратности неприводимых модулей в виртуальных моду-

лях Эйлера, суперхарактеры которых известны. В работе 11 было показано, что

lim(𝑝,𝑞)→(0,0) lim𝑘→−1 𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞), с точностью до знака, совпадает с супер-

характером Эйлера супергруппы Ли 𝑂𝑆𝑃 (2𝑚|2𝑛).

В настоящей работе используется два основных свойства супермногочле-

нов Якоби. Первое заключается в том, что они являются собственными функ-

циями деформированного оператора Калоджеро - Мозера-Сазерленда, а второе

8Sergeev A. N. Generalised discriminant, deformed quantum Calogero-Moser-Sutherland problem
and super-Jack polynomials. / A. N. Sergeev, A. P. Veselov // Advances in Mathematics. — 2005. — Vol.
192, no. 4. — P. 341– 375.

9Sergeev A. N. Deformed Macdonald - Ruijsenaars operators and super Macdonald polynomials. /
A. N. Sergeev, A. P. Veselov // Communications in Mathematical Physics. — 2009. — Vol. 288, no. 2. —
P. 65–675.

10Serganova V. V. Characters of irreducible representations of simple Lie superalgebras. / V. V.
Serganova // Proc. Intern. Congress of Math., Berlin, Doc. Math. Extra, — 1998. — Vol. 2. — P. 583–593.

11Sergeev A. N. Euler characters and super Jacobi polynomials. / A. N. Sergeev, A. P. Veselov //
Advances in Mathematics. — 2011. — Vol. 226, no. 5. — P. 4286–4315.
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свойство состоит в том, что они удовлетворяют формуле Пиери. Поэтому вме-

сто вычисления предела супермногочленов Якоби мы вычисляем предел опе-

ратора КМС и предел коэффициентов формул Пиери. Основным инструментом

являются трансляционные функторы, которые в этом контексте были определе-

ны в работе 12.

Все вышесказанное обосновывает актуальность темы диссертационного

исследования.

Объектом исследования является связь собственных функции дифферен-

циального оператора Калоджеро – Мозера – Сазерленда с суперхарактерами

неприводимых представлений супералгебр Ли.

Предметом исследования выступают математические модели, методы

квантовых интегрируемых систем и теории представлений, которые позволяют

проводить необходимые вычисления с целью изучения связей между собствен-

ными функциям дифференциального оператора Калоджеро – Мозера – Сазер-

ленда и суперхарактерами неприводимых представлений супералгебр Ли.

Целью данной работы является исследование связей между теорией

представлений супералгебр Ли и квантовыми интегрируемыми системами.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие

задачи:

1. Нахождение таких условий на параметры, что при специализации по-

лучаются суперхарактеры неприводимых представлений супералгебры

osp(3|2).
2. Исследование связей теории представлений супергруппы 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛)

и соответствующей системы КМС.

3. Использование техники трансляционных функторов для задачи специ-

ализации параметров суперполиномов Якоби.

4. Исследование комбинаторики возникающих диаграмм Юнга.

5. Построение нового семейства полиномов зависящих от одного пара-

метра, различные специализации которого дают суперхарактеры Эйле-

12Sergeev A. N. Jack-Laurent symmetric functions for special values of the parameters. / A. N.
Sergeev, A. P. Veselov // Glasgow Mathematical Journal. — 2016. — Vol. 58, no. 3. — P. 599–616.
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ра, суперхарактеры проективных накрытии, суперхарактеры неприво-

димых модулей.

Научная новизна. Основные представленные в диссертационной работе

результаты являются новыми. В частности, найдены определенные условия на

параметры супермногочленов Якоби, при специализации которых получаются

суперхарактеры неприводимых представлений супералгебры osp(3|2) и супер-

группы Ли 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛). В случае с супергруппой 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛) была использо-

вана техника трансляционных функторов для задачи специализации парамет-

ров суперполиномов Якоби. Супермногочлены Якоби нумеруются диаграмма-

ми Юнга, в связи с этим исследована комбинаторика возникающих диаграмм.

Построено новое семейства полиномов зависящих от одного параметра, раз-

личные специализации которого дают суперхарактеры Эйлера, суперхарактеры

проективных накрытии, суперхарактеры неприводимых модулей.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче-

ски характер. Результаты могут быть использованы в теории представлений

супералгебр Ли, теории квантовых интегрируемых систем, теории специаль-

ных функций, математической физике.

Mетодология и методы исследования. В диссертации используются ме-

тоды теории представлений супералгебр Ли, теории квантовых интегрируемых

систем, комбинаторики диаграмм Юнга, трансляционных функторов, теории

специальных функций.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Условия на параметры супермногочленов Якоби, при специализации

которых получаются суперхарактеры неприводимых представлений

супералгебры Ли osp(3|2).
2. Связь теории представлений супергруппы Ли 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛) с соответ-

ствующей системой КМС.

3. Техника трансляционных функторов для задачи специализации пара-

метров суперполиномов Якоби.

4. Анализ комбинаторики возникающих диаграмм Юнга.
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5. Конструкция нового семейства полиномов зависящих от одного пара-

метра, различные специализации которого дают суперхарактеры Эйле-

ра, суперхарактеры проективных накрытии, суперхарактеры неприво-

димых модулей.

Достоверность полученных результатов обеспечивается теоретическими

выкладками, строгими доказательствами и примерами, опирающимися на ме-

тоды теории представлений и квантовых интегрируемых систем. Результаты

находятся в соответствии с результатами, полученными другими авторами.

Апробация работы. Основные результаты докладывались:

На конференциях: XIV Международная конференция «Алгебра и теория чи-

сел: современные проблемы и приложения»(2016. Саратов. СГУ.); VII Между-

народная научно-практическая конференция «Presenting Academic Achievements

to the World» (2016, Саратов); VI школа-конференция «Алгебры Ли, алгебраиче-

ские группы и теория инвариантов».(2017. Москва. МГУ.); Научная конферен-

ция механико-математического факультета «Актуальные проблемы математики

и механики»(2016, 2017, 2018, 2019). Саратов. СГУ.; VIII школа-конференция

«Алгебры Ли, алгебраические группы и теория инвариантов»(2020. Москва.

МГУ.)

На семинарах: механико-математического факультета при кафедре геометрии

под руководством проф. А.Н. Сергеева.

Личный вклад автора. Все основные результаты диссертационного ис-

следования получены соискателем самостоятельно. При этом использование

техники трансляционного функтора и анализ полученных результатов осу-

ществлялся совместно с научным руководителем А.Н. Сергеевым.

Структура диссертации. Работа состоит из введения, трёх разделов, за-

ключения, списка литературы из 45 наименований источников (расположенных

в порядке указания ссылки). Общий объем диссертационной работы составляет

105 страниц (включая 5 страниц списка литературы). Диссертация содержит 1

рисунок.
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Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 5

печатных изданиях, в том числе 2 , входящих в перечень рецензируемых науч-

ных изданий, в которых должны быть опубликованы основные научные резуль-

таты диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук(2 – в изданиях,

входящих в базы цитирования Web of Science и Scopus, из них 1 – в изданиях,

рекомендуемых ВАК), 3 — в тезисах докладов.

Основное содержание работы

Во введении описывается актуальность исследований, проводимых в

рамках диссертационной работы, определяются цель и задачи, обосновывают-

ся научная новизна, теоретическая и практическая значимость представляемой

работы.

Раздел первый состоит из семи подразделов. В первом подразделе при-

водятся все вспомогательные сведения о супералгебрах Ли. Во втором под-

разделе вводятся основные понятия связанные с простыми супералгебрами Ли

и системами корней. В третьем подразделе приводятся основные понятия по

ортосимплектическим супералгебрам Ли. В четвёртом подразделе вводятся ос-

новные сведения о супералгебре Ли osp(3|2). В пятом подразделе вводятся ос-

новные сведения о супералгебре Ли osp(2|2𝑛). В шестом подразделе приводят-

ся все предварительные сведения о мночгочленах Якоби. В седьмом подразделе

приводится связь интегрируемых систем с ортосимплектическими супералгеб-

рами Ли.

Раздел второй состоит из пяти подразделов и посвящён исследованию

связей между собственными функциями дифференциального оператора КМС

типа 𝐵(1,1) и супералгеброй Ли osp(3|2). В первом подразделе рассматривает-

ся дифференциальный оператор ℒ2 типа 𝐵(1,1), который имеет вид:

ℒ2 =

(︂
𝑥
𝜕

𝜕𝑥

)︂2

+ 𝑘

(︂
𝑦
𝜕

𝜕𝑦

)︂2

− 𝑝

(︂
𝑥+ 1

𝑥− 1
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+

𝑦 + 1

𝑦 − 1
𝑦
𝜕

𝜕𝑦

)︂
+

+(𝑘−1)
𝑦2 + 1

𝑦2 − 1
𝑦
𝜕

𝜕𝑦
+

𝑦 + 𝑥

𝑦 − 𝑥

(︂
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑘𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
− 𝑦 + 𝑥−1

𝑦 − 𝑥−1

(︂
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

(1)
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и путём замен 𝑢 = 1
2 (𝑥+ 𝑥−1 − 2), 𝑣 = 1

2 (𝑦 + 𝑦−1 − 2) приводится к виду:

ℒ2 = 𝜕2
𝑢 + 𝑘𝜕2

𝑣 − 𝑢+ 𝑣

𝑢− 𝑣
(𝜕𝑢 − 𝑘𝜕𝑣)− (1 + 𝑝)(𝜕𝑢 + 𝜕𝑣)−

−(1+2𝑝)

(︂
𝜕

𝜕𝑢
+

𝜕

𝜕𝑣

)︂
+ 2

𝜕

𝜕𝑢
𝜕𝑢 + 2𝑘

𝜕

𝜕𝑣
𝜕𝑣 −

4

𝑢− 𝑣
(𝜕𝑢 − 𝑘𝜕𝑣).

(2)

Во втором подразделе вводится естественная область действия оператора (2),

которой является алгебра деформированных симметрических многочленов:

A1,1 = {𝑓 ∈ C[𝑢,𝑣] | (𝜕𝑢 − 𝑘𝜕𝑣)𝑓 ∈ (𝑢− 𝑣)}.

Далее в Лемме 2.2 доказывается, что многочлены Джека

𝑃Λ = 𝑣𝜆𝑢𝜇 − 𝜇− 𝑘𝜆

𝜇+ 1− 𝑘(𝜆− 1)
𝑣𝜆−1𝑢𝜇+1,

где Λ = (𝜆, 𝜇)− диаграмма Юнга-крюк, составляют базис алгебры A1,1. Сле-

дующей идёт Лемма 2.3, в которой описывается действие оператора (2) на 𝑃Λ:

Лемма 2.3. Оператор (2) действует на базис 𝑃Λ по следующим формулам:

ℒ2(𝑃Λ) = 𝑎(Λ,Λ)𝑃Λ + 𝑎(Λ− 𝛿,Λ)𝑃Λ−𝛿 + 𝑎(Λ− 𝜀,Λ)𝑃Λ−𝜀, где

𝑎(Λ,Λ) = 𝜇(𝜇+1)+ 𝑘𝜆(𝜆− 1)− (𝑝+1)(𝜆+𝜇), 𝑎(Λ− 𝜀,Λ) = 𝜇(2𝜇− 2𝑝− 1),

𝑎(Λ− 𝛿,Λ) = (𝜆− 1)(2𝑘𝜆− 2𝑘 − 2𝑝− 1)
𝜇− 𝑘𝜆

𝜇+ 1− 𝑘(𝜆− 1)

𝜇+ 1− 𝑘(𝜆− 2)

𝜇− 𝑘(𝜆− 1)

В частности оператор ℒ2 отображает алгебру A1,1 в себя.

В Теореме 2.1 доказывается формула Пиери для многочленов Джека , а

именно:

𝑃�𝑃Λ = 𝑃Λ+𝛿 + 𝑘
𝜇− 𝑘𝜆

𝜇+ 1− 𝑘(𝜆− 1)

𝜇+ 2− 𝑘(𝜆− 1)

𝜇+ 1− 𝑘𝜆
𝑃Λ+𝜀,

где 𝑃� = 𝑣 + 𝑘𝑢.

В третьем подразделе вводится алгебра сдвинутых деформированных

симметрических многочленов:

B1,1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓 ∈ C[𝑣,𝑢] | 𝑓 обладает свойствами

1)𝑓(𝑣,𝑢) многочлен от (𝑣 − 1
2 − 1

2 (𝑝+ 1)𝑘−1)2 и (𝑢− 1
2𝑝)

2

2)𝑓(𝑣 + 1,𝑢− 1) = 𝑓(𝑣,𝑢), если 𝑢 = 𝑘𝑣

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭.
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Рассматриваются многочлены вида:

𝐼Λ(𝑣,𝑢) = (𝑣 − 1) · · · (𝑣 − 𝜆+ 1)𝑢(𝑢− 1) · · · (𝑢− 𝜇+ 1)×

×𝑘−2𝜇(𝑣−(𝑝+1)𝑘−1) · · · (𝑣+𝜆−2−(𝑝+1)𝑘−1)(𝑢+1−(𝑝+1)) · · · (𝑢+𝜇−(𝑝+1))×

×
[︁
(𝑣−𝑘−1𝜇)(𝑣+𝑘−1𝜇−1−(𝑝+1)𝑘−1)− 𝜆− 𝑘−1𝜇

𝜆− 1− 𝑘−1(𝜇+ 1)
𝑘−2(𝑢−𝜇)(𝑢+𝜇−𝑝)

]︁
и в Лемме 2.4. указываются свойства, которыми обладают многочлены:

Лемма 2.4. Многочлены 𝐼Λ(𝑣,𝑢) обладают следующими свойствами:

1. 𝐼Λ(𝑁) = 𝐼Λ(�̃�,�̃�) = 0, если 𝑁 = (�̃�,�̃�) не содержит Λ и

𝐼Λ(Λ) = 𝑘−2𝜇(𝜆− 1)!𝜇!(𝜆− (𝑝+ 1)𝑘−1) · · · (2𝜆− 2− (𝑝+ 1)𝑘−1)×

×(𝜇− 𝑝) · · · (2𝜇− 𝑝− 1)(𝜆− 𝑘−1𝜇)(𝜆+ 𝑘−1𝜇− 1− (𝑝+ 1)𝑘−1).

2. 𝐼Λ(𝑣,𝑢) является многочленом от (𝑣 − 1
2 − 1

2 (𝑝+ 1)𝑘−1)2 и (𝑢− 1
2𝑝)

2.

3. 𝐼Λ(𝑣 + 1,𝑢− 1) = 𝐼Λ(𝑣,𝑢), если 𝑢 = 𝑣𝑘.

В Лемме 2.5 доказывается, что 𝐼Λ(𝑣,𝑢) составляют базис алгебры B1,1. В

Теореме 2.2 доказывается формула Пиери для 𝐼Λ(𝑣,𝑢) :[︁
(𝑣−𝜆)(𝑣+𝜆−1)−𝑘−1(𝑝+1)(𝑢−𝜇+𝑣−𝜆)+𝑘−1(𝑢−𝜇)(𝑢+𝜇+1)

]︁
𝐼Λ(𝑣,𝑢) =

= 𝐼Λ+𝛿(𝑣,𝑢) + 𝐼Λ+𝜀(𝑣,𝑢)𝑘
𝜇− 𝑘𝜆

𝜇+ 1− 𝑘(𝜆− 1)

𝜇+ 2− 𝑘(𝜆− 1)

𝜇+ 1− 𝑘𝜆
. (3)

В четвёртом подразделе определяются многочлены Якоби 𝐽Λ :

𝐽Λ =
∑︁
𝑀⊆Λ

𝑐(𝑀,Λ)𝑃𝑀 , (4)

где

𝑐(𝑀,Λ) = 2|Λ| 𝐼𝑀 (Λ)

𝐼𝑀 (𝑀)

𝐽Λ(0)

𝐽𝑀 (0)
, (5)

𝐽Λ(0) = − 𝑘 + 1

𝜇+ 1− 𝑘(𝜆− 1)

2𝑝+ 1

𝑘(𝜆− 1) + 𝜇− 𝑝− 1
×

×
𝜆−1∏︁
𝑖=1

2𝑝+ 1− 2𝑘𝑖

𝑝+ 1− 𝑘(𝜆+ 𝑖− 1)

𝜇∏︁
𝑗=1

2𝑗 − 2𝑝− 1

𝑗 + 𝜇− 𝑝− 1
.

(6)

Теорема 2.3. Многочлен (4) является собственной функцией дифференциаль-

ного оператора (2).
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В пятом подразделе формулируется основной результат всей главы:

Теорема2.4. Справедливы следующие утверждения:

1) Если Λ ̸= (𝜆,𝜆− 1), то существует

lim
𝑝→−1
𝑘→−1

𝐽Λ = sch(𝑉 Λ).

2) Если Λ = (𝜆,𝜆− 1), то при условии 𝑝+ 1 = 𝜆(𝑘 + 1) существует

lim
𝑘→−1

𝐽Λ = sch(𝑉 Λ).

3) Если Λ = (1,0), то при условии 𝑝+ 1 = 2(𝑘 + 1) существует

lim
𝑘→−1

𝐽Λ = sch(𝑉 �).

Раздел третий состоит из пяти подразделов и посвящена исследованию

связей между собственными функциями дифференциального оператора КМС

типа 𝐵(1,𝑛) и супергруппой Ли 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛). В первом подразделе вводится

дифференциальный оператор КМС типа 𝐵𝐶(1,𝑛) :

ℒ = 𝜕2
𝑥 + 𝑘

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2
𝑦𝑗

−
𝑛∑︁

𝑖<𝑗

(︂
𝑦𝑖 + 𝑦𝑗
𝑦𝑖 − 𝑦𝑗

(𝜕𝑦𝑖
− 𝜕𝑦𝑗

) +
𝑦𝑖𝑦𝑗 + 1

𝑦𝑖𝑦𝑗 − 1
(𝜕𝑦𝑖

+ 𝜕𝑦𝑗
)

)︂
−

−
(︂
𝑝
𝑥+ 1

𝑥− 1
+ 2𝑞

𝑥2 + 1

𝑥2 − 1

)︂
𝜕𝑥 − 𝑘

𝑛∑︁
𝑗=1

(︃
𝑟
𝑦𝑗 + 1

𝑦𝑗 − 1
+ 2𝑠

𝑦2𝑗 + 1

𝑦2𝑗 − 1

)︃
𝜕𝑦𝑗

−

−
∑︁
𝑗

(︂
𝑥+ 𝑦𝑗
𝑥− 𝑦𝑗

(𝜕𝑥 − 𝑘𝜕𝑦𝑗 ) +
𝑥𝑦𝑗 + 1

𝑥𝑦𝑗 − 1
(𝜕𝑥 + 𝑘𝜕𝑦𝑗 )

)︂
.

Собственными функциями дифференциального оператора выше являются мно-

гочленов Якоби. В Теореме 3.1. определяются супермноголчены Якоби, посред-

ством того, что они удовлетворяют формуле Пиери и являются собственными

функциями. Супермногочленя Якоби нумеруются диаграммой 𝜆 Юнга(толстый

крюк), где 𝜆 ∈ 𝐻(1,𝑛), 𝐻(1,𝑛)− множество разбиений(диаграмм), таких что

𝜆2 ≥ 𝑛.

Теорема 3.1. Пусть 1,𝑘,ℎ линейно независимы над полем рациональных чисел.
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Тогда существует единственное семейство многочленов 𝐽𝜆 = 𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞) ∈
𝑃1,𝑚, 𝜆 ∈ 𝐻(1,𝑛) таких что:

𝐽∅ = 1, ℒ𝐽𝜆 = 𝑐𝜆𝐽𝜆, 𝑝1𝐽𝜆 =
∑︁

𝜇∈𝑆(𝜆)

𝑎𝜆,𝜇𝐽𝜇, (7)

где 𝑝1 = 𝑥+ 𝑥−1 + 𝑘−1(𝑦1 + 𝑦−1
1 + · · ·+ 𝑦𝑛 + 𝑦−1

𝑛 ), 𝑆(𝜆)− это множество диа-

грамм 𝜇, которые получаются из 𝜆 удалением или прибавлением одной клетки,

сама диаграмма 𝜆 также в этом множестве содержится. Коэффициенты 𝑎𝜆,𝜇,

при разложении по формуле Пиери определяются формулами (3.1) и (3.2) из

диссертации.

Во втором подразделе вводится определение трансляционного функтора,

действующего в пространстве собственных функций. С помощью трансляцион-

ного функторов в третьем подразделе построен неособый базис в пространстве

соответствующих супермногочленов Якоби. Далее в Теореме 3.2. показывается

корректность многочленов в точке (−1,0,0) после действия трансляционного

функтора.

Теореме 3.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝑉𝑗 , 𝑓 = 𝑓(𝑘,𝑝,𝑞) и предположим, что 𝑓 не имеет

полюсов в точке (−1,0,0). Тогда 𝐹𝑖(𝑓) также не имеет полюсов, для любого

𝑖 ∈ Z.

Далее строится аналог трансляционного функтора на диаграмме 𝐻(1,𝑛)

и формулируется Лемма 3.2., за счёт которой описывается комбинаторика воз-

никающих диаграмм Юнга в Тереме 3.3.

Определение 3.2. Диаграмма 𝜆 ∈ 𝐻(1,𝑛) называется особой, если суще-

ствует 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, такое что выполняется равенство 𝜆1 − 𝑛 = 𝜆′
𝑗 + 𝑛 − 𝑗. В

противном случае диаграмма называется регулярной.

Лемма 3.2. Пусть 𝜇,𝜈 ∈ 𝑆(𝜆) и 𝜇 ̸= 𝜈. Тогда 𝑐𝜇 = 𝑐𝜈 , если и только если

выполняются следующие условия

𝜇 = 𝜆 ∪�, 𝜈 = 𝜆 ∖ �̃, 𝑗 − 𝑖+ �̃� − �̃� = 2𝑛− 1,

где � = (𝑖,𝑗), �̃ = (̃𝑖,�̃�).
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Теорема 3.3.Справедливы следующие утверждения:

1) Пусть 𝜆1,𝜇1 ≤ 𝑛 и 𝜇 получается из 𝜆 удалением одной клетки, тогда

𝐹𝜆(𝜇) = {𝜆}.

2) Пусть 𝜆 регулярная диаграмма, 𝜆1 > 𝑛 и 𝜇− диаграмма, которая получа-

ется из 𝜆 удалением одной клетки из первой строки, тогда

𝐹𝜆(𝜇) = {𝜆}.

3) Пусть 𝜆 особая диаграмма, то есть 𝜆1 − 𝑛 = 𝜆′
𝑗 + 𝑛 − 𝑗 и 𝜇− диаграмма,

которая получается из 𝜆 удалением одной клетки из первой строки, тогда

𝐹𝜆(𝜇) =

⎧⎪⎨⎪⎩{𝜆}, если 𝜆′
𝑗+1 = 𝜆′

𝑗

{𝜆, 𝜈}, если 𝜆′
𝑗+1 < 𝜆′

𝑗 ,

где 𝜈 получается из 𝜇 удалением одной клетки из 𝑗−ого столбца.

4) Пусть 𝜇 особая диаграмма и 𝜆 получается из 𝜇 добавлением одной клетки

к первой строке, тогда

𝐹𝜆(𝜇
♯) =

⎧⎪⎨⎪⎩∅, если 𝜆− регулярная

{𝜆♯} если 𝜆− особая.

5) Пусть 𝜆1 > 𝑛, тогда

𝜋𝜆 =

⎧⎪⎨⎪⎩{𝜆} если 𝜆− регулярная

{𝜆,𝜆♯} если 𝜆− особая.

Как и говорилось выше, в третьем подразделе вводится новое семейство мно-

гочленов посредством трансляционного функтора.

Определение 3.3. Пусть 𝜆 ∈ 𝐻(1,𝑛). Определим по индукции семейство

многочленов 𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞) следующим образом:

𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞), если 𝜆1 ≤ 𝑛

𝐹𝜆(𝐼𝜇(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞)), если 𝜆1 > 𝑛,
(8)
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где 𝜇 получается из 𝜆 удалением последней клетки из первой строки.

Основной результат этого подраздела формулируется в Теореме 3.4., в ко-

торой показывается корректность коэффициентов при разложении по формуле

Пиери в точке (-1, 0, 0):

Теорема3.4. Многочлены 𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞) не имеют полюсов при 𝑘 = −1, 𝑝 = 𝑞 =

0.

Лемма 3.4. Пусть 𝜆1 > 𝑛. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) Если 𝜆 регулярная диаграмма, то

𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞) = 𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞).

2) Если 𝜆 особая диаграмма, то есть 𝜆1 − 𝑛 = 𝜆′
𝑗 − 𝑛+ 𝑗, то

𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞) = 𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞) + 𝑏𝜆𝐽𝜆♯(𝑥,𝑦,𝑘,𝑝,𝑞), (9)

где

𝑏𝜆 = 𝑎𝜆(0)𝜆(1)𝑎𝜆(1)𝜆(2) . . . 𝑎𝜆(𝑟−1)𝜆(𝑟) ,

𝑟 = 𝑟(𝜆) и 𝜆(0)− диаграмма, полученная из 𝜆 удалением 𝑟 клеток из пер-

вой строки, 𝜆(𝑠)− диаграмма, полученная из 𝜆(𝑠−1) удалением одной клетки из

𝜆′
𝑗−ой строки, 𝑠 = 1,𝑟.

В четвёртом подразделе вводятся обозначения :

𝑆𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑡) := lim
𝑘→−1

𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑡(𝑘+1),0), 𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑡) := lim
𝑘→−1

𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑘,𝑡(𝑘+1),0).

После чего вводятся некоторые предварительные результаты о рациональных

функциях, для того, чтобы далее явно определить и вычислить многочлены

𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑡), 𝑆𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑡). Рассматривается рациональная функция

𝜙(𝑘,𝑝) =

∏︀
𝑖∈𝐼(𝑝− 𝛼𝑖)∏︀
𝑗∈𝐽(𝑝− 𝛽𝑗)

, (10)

где 𝛼𝑖,𝛽𝑗 линейные функции по 𝑘.

Теорема 3.5. Пусть 𝜙(𝑘,𝑝) рациональная функция вида (10) и предположим, что

существует предел lim𝑘→−1 𝜙(𝑘,𝑝) = 𝜙(−1,𝑝). Если 𝜙(−1,0) хорошо определён

и не равен нулю, то

𝜙(𝑡) = lim
𝑘→−1

𝜙(𝑘,𝑡(𝑘 + 1)) = 𝜙(−1,0)

∏︀
𝑖∈𝐼0

(𝑡− 𝑑𝑖)∏︀
𝑗∈𝐼0

(𝑡− 𝑒𝑗)
.
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В Лемме 3.5. и Следствии 3.2. показывается корректность коэффициентов 𝑏𝜆 из

(9) вычисляется явный вид.

Лемма3.5. Пусть 𝜆,𝜇 диаграммы, такие что 𝜇 = 𝜆 ∖ (𝑖,𝑗), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

1) Если 𝜆1 > 𝑛 и 𝜇1 − 𝑛 = 𝜇′
𝑟 + 𝑛− 𝑟, 𝜆′

𝑟 > 1 для любого 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, то

𝑎𝜆,𝜇(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑡− 𝜆′

𝑗 + 2

𝑡− 𝜆′
𝑗 + 1

, if 𝑟 = 𝑗

1 если 𝑟 > 𝑗.

2) Если 𝜆1 ≤ 𝑛 и 𝑖 = 1, то

𝑎𝜆,𝜇(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2

𝑡
, если 𝑗 = 𝑛

1 if 𝑗 < 𝑛.

Следствие 3.2. Пусть 𝜆 особая диаграмма, то есть 𝜆1 − 𝑛 = 𝜆′
𝑗 + 𝑛− 𝑗, тогда

𝑏𝜆(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2

𝑡
, если 𝜆′

𝑗 = 1,

𝑡− 𝜆′
𝑗 + 2

𝑡− 𝜆′
𝑗 + 1

, если 𝜆′
𝑗 > 1.

(11)

Далее, в Следствии 3.4. показывается явное разложение 𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑡), 𝑆𝐼𝜆(𝑥,𝑦,𝑡).

по формуле Пиери

Следствие 3.4. Пусть 𝜆 особая диаграмма, то есть 𝜆1 − 𝑛 = 𝜆′
𝑗 + 𝑛− 𝑗, тогда

1)

𝑆𝐼𝜆(𝑥,𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,∞), if 𝜆′
𝑗 = 1

𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,∞) + 𝑆𝐽𝜆♯(𝑥,𝑦,∞), if 𝜆′
𝑗 > 1

(12)

2)

𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑡) = 𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,∞)− 1

𝑡− 𝑙 + 1
𝑆𝐽𝜆♯(𝑥,𝑦,∞) +

1

𝑡− 𝑙 + 1
𝑆𝐽𝜆2♯(𝑥,𝑦,∞) + · · ·

· · ·+ (−1)𝑙−1 1

𝑡− 𝑙 + 1
𝑆𝐽𝜆(𝑙−1)♯(𝑥,𝑦,∞) + (−1)𝑙

2

𝑡− 𝑙 + 1
𝑆𝐽𝜆𝑙♯(𝑥,𝑦,∞)

где 𝑙 = 𝜆′
𝑗 .

В пятом подразделе связываются специализированные супермногочлены

Якоби с теорией представлений супергруппы Ли 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛). Показывается,
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что суперхарактер Эйлера, с точностью до знака, удовлетворяет той же формуле

Пиери, что и супермногочлены Якоби, так как коэффициенты при разложении

одинаковые.

Теорема3.8.Справедливо следующее равенство:

𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,∞) = (−1)𝑠(𝜆) sch𝐸(𝜆)(𝑥,𝑦).

Основной результат данной главы заключается в следующем:

Следствие 3.6. Пусть 𝜆 ∈ 𝐻(1,𝑛), тогда

1) Если 𝜆 регулярная диаграмма, то 𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑡) не зависит от 𝑡 и

sch𝐿(𝜆)(𝑥,𝑦) = sch𝐸(𝜆)(𝑥,𝑦) = (−1)𝑠(𝜆)𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝑡).

2) Если 𝜆 особая диаграмма, то есть 𝜆1 − 𝑛 = 𝜆′
𝑗 + 𝑛− 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, то

sch𝐿(𝜆) = (−1)𝑠(𝜆)𝑆𝐽𝜆(𝑥,𝑦,𝜆
′
𝑗).

В заключении приведены основные результаты работы, которые заклю-

чаются в следующем:

1. Найдены такие условия на параметры, что при специализации получа-

ются характеры непроходимых представлений супералгебры osp(3|2);
2. Исследована связь теории представлений супергруппы 𝑂𝑆𝑃 (2|2𝑛) и

соответствующей системы КМС.

3. Использована техника трансляционных функторов для задачи специа-

лизации параметров суперполиномов Якоби;

4. Исследована комбинаторики возникающих диаграмм Юнга.;

5. Построено новое семейства полиномов зависящих от одного парамет-

ра, различные специализации которого дают характеры Эйлера, харак-

теры проективных накрытии, характеры неприводимых модулей.

Исследования проводились, главным образом, методами теории представ-

лений супералгебр Ли и квантовых интегрируемых систем. Результаты диссер-

тации могут найти применение при решении аналогичных задач, то есть при

решении задач, связывающих теорию представлений супералгебр Ли и кванто-

вые интегрируемые системы.
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