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Общая характеристика работы

Актуальность работы
Математические модели тепломассопереноса широко используются для

описания различных природных и техногенных процессов 1 2 3. На протяже-
нии последних десятилетий в силу важности приложений для данных моделей
актуальными являются задачи идентификации их параметров по результатам
измерений значений искомой функции в рассматриваемой области. Такого ро-
да задачи называются обратными и в общем случае они относятся к некор-
ректно поставленным задачам математической физики 4.

Традиционные методы, используемые для решения обратных задач, опи-
саны в монографиях А. А. Самарского, О. В. Алифанова, А. Н. Тихонова и
других авторов. Наряду с данными методами в работах отечественных и за-
рубежных авторов (Д. Ф. Симбирский, Ю. М. Мацевитый, J. K. Hodge и др.)
были предложены методы параметрической идентификации, основанные на
применении рекуррентных алгоритмов дискретной фильтрации.

Как показывает анализ литературы, данные методы чаще всего применя-
ются для определения параметров моделей теплопереноса по эксперименталь-
ным данным и преимущественно основаны на использовании расширенного
фильтра Калмана или его модификаций, а их практическое применение под-
разумевает широкое использование ЭВМ и численных методов. Результаты
практического использования методов рекуррентной параметрической иден-
тификации показывают их адекватность и устойчивость к наличию шумов в
наблюдаемых данных 5. Кроме того, использование рекуррентных алгоритмов
идентификации в измерительных системах реального времени зачастую пред-
почтительнее по причине их более высокого быстродействия по сравнению с
традиционными методами, требующими большого объема вычислений 6.

Однако, как показывает практика решения различных прикладных за-
дач, результаты использования программных реализаций алгоритмов калма-

1 Кожинов, И.А. Теория тепломассообмена. Учебник для вузов / И.А. Кожинов, С.И. Исаев, А.И. Леон-
тьев. — 3-е изд. изд. — М.: МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2018. — 624 с.

2 Дерюгин, В.В. Тепломассообмен. Учебное пособие / В.В. Дерюгин, В.М. Уляшева, В.Ф. Васильев. —
СПб.: Лань, 2018. — 240 с.

3 Фарлоу, С.Д. Уравнения с частными производными для научных работников и инженеров / С.Д. Фарлоу.
— М.: Мир, 1985. — 383 с.

4 Денисов, А.М. Введение в теорию обратных задач: учеб. пособие / А.М. Денисов. — М.: Изд-во МГУ,
1994. — 208 с.

5 Daouas, N. An extended version of the discrete Kalman filter applied to a nonlinear inverse heat conduction
problem / N. Daouas, M.S. Radhouani // International Journal of Thermal Sciences. — 2000. — Vol. 39. — P. 191–212.

6 Пилипенко, Н.В. Применение фильтра Калмана в нестационарной теплометрии. Учебное пособие / Н.В.
Пилипенко. — СПб.: Университет ИТМО, 2017. — 36 с.
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новской фильтрации могут значительно отличаться от теоретически предска-
занных. В работах ряда исследователей 7 8 отмечается, что это во многом
обусловлено численной неустойчивостью классических алгоритмов калманов-
ской фильтрации по отношению к ошибкам машинного округления. В связи с
чем чрезвычайно важной является разработка новых робастных (то есть чис-
ленно устойчивых к ошибкам машинного округления) методов дискретной
фильтрации.

Среди других факторов, влияющих на качество оценок, получаемых филь-
тром Калмана, можно отметить 9:

– неопределенность в значениях матричных параметров, поскольку нали-
чие ошибок в модели не учитывается при выводе фильтра Калмана;

– большой диапазон значений матричных параметров, измерений или пе-
ременных состояния, что может привести к трудностям с выбором мас-
штаба или единиц измерения;

– плохо обусловленные теоретические решения матричного уравнения Рик-
кати, что при наличии ошибок численного решения может привести к
ошибкам оценивания;

– большие размеры матриц, поскольку число арифметических операций
возрастает пропорционально квадрату или кубу размерностей матриц и
при каждой операции могут возникать ошибки округления;

– низкая машинная точность, увеличивающая ошибки округления.

В связи с этим применение рекуррентных методов параметрической иден-
тификации требует проведения исследований в части устойчивости, сходимо-
сти и оценки погрешностей получаемых результатов, но теоретическое срав-
нение численной устойчивости различных методов может быть затруднитель-
ным. Хотя одни методы считаются более робастными, чем другие, на практи-
ке поведение методов зачастую зависит от свойств решаемой задачи. Поэтому
важной является задача разработки программного обеспечения для проведе-
ния комплексных исследований свойств разрабатываемых методов.

Все вышесказанное обосновывает актуальность темы диссертационного
исследования.

7 Bierman, G. J. Numerical comparison of discrete Kalman filter algorithms: Orbit determination case study
/ Gerald J. Bierman, Catherine L. Thornton // 1976 IEEE Conference on Decision and Control including the 15th
Symposium on Adaptive Processes. — 1976. — P. 859–872.

8 Verhaegen, M. Numerical aspects of different Kalman filter implementations / M. Verhaegen, P. Van Dooren
// IEEE Transactions on Automatic Control. — 1986. — Vol. 31, no. 10. — P. 907–917.

9 Grewal, M.S. Kalman Filtering: Theory and Practice Using Matlab / M.S. Grewal, A.P. Andrews. — New
Jersey: Prentice Hall, 2001. — 401 p.
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Степень разработанности темы исследования
Первые применения рекуррентных методов параметрической идентифи-

кации для решения обратных задач теплопереноса содержатся в работах
Д. Ф. Симбирского, Ю. М. Мацевитого, А. В. Мултановского, А. В. Олейника,
J. K. Hodge, A. J. Chen, J. R. Hayes, N. Daouas, M. S. Radhouani, А. А. Карпова,
Т. А. Тихоновой и ряда других авторов. Данные методы применялись при ре-
шении задач температурной диагностики двигателей и паровых турбин 10 11,
а в последствии при решении различных обратных задач теплопроводности 12

и нестационарной теплометрии 13.
В работах 14 15 приводятся примеры применения модификаций фильтра

Калмана и фильтра частиц к решению обратных задач теплопереноса. В ра-
боте 16 фильтр Калмана и фильтр частиц применяются к решению обратных
задач теплопереноса в трубопроводах. В работе 17 рассматривается примене-
ние трех модификаций фильтра частиц для решения обратных задач теплопе-
реноса, возникающих при лечении онкологических заболеваний методом ги-
пертермии, а в работе 18 — задача идентификации параметров математической
модели теплопереноса с помощью сигма-точечного фильтра Калмана.

Рекуррентные методы параметрической идентификации применимы к ши-
рокому классу моделей динамических систем, для которых характерны про-

10 Симбирский, Д.В. Температурная диагностика двигателей / Д.В. Симбирский. — Киев: Техника, 1976.
— 208 с.

11 Мацевитый, Ю.М. Идентификация параметров теплообмена методом оптимальной динамической
фильтрации / Ю.М. Мацевитый, А.В. Мултановский // Теплофизика высоких температур. — 1979. — Т. 17(5).
— С. 1053–1060

12 Daouas, N. A new approach of the Kalman filter using future temperature measurements for nonlinear inverse
heat conduction problems / N. Daouas, M.S. Radhouani // Numerical Heat Transfer Fundamentals. — 2004. — Vol. 45,
no. 6. — P. 565–585.

13 Пилипенко, Н.В. Методы параметрической идентификации в нестационарной теплометрии. Учебное
пособие / Н.В. Пилипенко. — СПб. : Университет ИТМО, 2016. — 79 с.

14 Orlande, H.R.B. Application of Bayesian filters to heat conduction problem / H.R.B. Orlande, G.S.
Dulikravich, M.J. Colaço // EngOpt 2008 – International Conference on Eng. Optimization, (ed: Herskovitz), June
1-5. — Rio de Janeiro, Brazil, 2008.

15 A comparison of extended Kalman filter, ultrasound time-of-flight measurement models for heating source
localization / M.R. Myers, A.B. Jorge, M.J. Mutton, D.J. Walker // Inverse Problems in Science and Engineering. —
2012. — Vol. 20, no. 7. — P. 991–1016.

16 Vianna, F. Prediction of the temperature field in pipelines with Bayesian filters and non-intrusive
measurements / F. Vianna, H. Orlande, G. Dulikravich // In Proceedings of the 20th International Congress of Mechanical
Engineering. — Gramado, RS, Brazil, 2009.

17 State estimation in bioheat transfer: a comparison of particle filter algorithms / B. Lamien, L.A.B. Varon,
H.R.B. Orlande, G.E. Elicabe // International Journal of Numerical Methods for Heat & Fluid Flow. — 2017. — Vol. 27,
no. 3. — P. 615–638.

18 Prediction of the coupled heat radiation and conduction parameters and boundary condition using the
unscented Kalman filter / S. Wen, H. Qi, Y. Ren, et al // Sci. China Technol. Sci. — 2020. — Vol. 63. — P. 422–433.
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цессы конвекции (адвекции) и диффузии 19. Например, в работах 20 21 описы-
вается применение расширенного фильтра Калмана в сочетании с МНК для
идентификации коэффициентов конвекции и диффузии одномерной модели
конвективно-диффузионного переноса.

Объект и предмет исследования
Объектом исследования являются математические модели конвективно-

диффузионного переноса, представленные дискретными линейными стохасти-
ческими системами в пространстве состояний. Предмет исследования — ме-
тоды идентификации неизвестных параметров рассматриваемых моделей на
основе рекуррентных алгоритмов дискретной фильтрации.

Цель и задачи диссертационной работы
Целью диссертационной работы является построение и исследование ма-

тематических моделей конвективно-диффузионного переноса, описываемых
дискретными линейными стохастическими системами в пространстве состо-
яний, и разработка новых методов параметрической идентификации моделей
конвективно-диффузионного переноса по данным зашумленных измерений на
основе рекуррентных алгоритмов дискретной фильтрации.

Для достижения поставленных целей решались следующие задачи:

1. Построение математических моделей конвективно-диффузионного пере-
носа, описываемых дискретными линейными стохастическими система-
ми в пространстве состояний.

2. Анализ свойств построенных моделей.

3. Разработка алгоритмов идентификации коэффициентов конвекции и диф-
фузии уравнения конвективно-диффузионного переноса.

4. Разработка алгоритмов численной идентификации граничных условий
моделей конвективно-диффузионного переноса.

5. Реализация разработанных методов в виде комплекса программ для ис-
следования процессов параметрической идентификации математических

19 Верификация процесса конвективной диффузии на основе анализа многомерных временных рядов /
М.Г. Матвеев, Е.А. Сирота, М.Е. Семенов, А. В. Копытин // Труды XIX Международной конференции «Ана-
литика и управление данными в областях с интенсивным использованием данных» (DAMDID/ RCDL’2017),
Москва, Россия, 10–13 октября 2017 года. — Москва: Федеральный исследовательский центр "Информатика и
управление" Российской академии наук, 2017. — С. 354–358.

20 Матвеев, М. Г. Комбинированный метод идентификации параметров распределенной динамической
модели / М.Г. Матвеев, А.В. Копытин, Е А. Сирота // Сборник трудов IV международной конференции и моло-
дежной школы «Информационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2018), Самара, Россия, 24–27 апреля,
2018. — Самара: Новая техника, 2018. — С. 1651–1656.

21 Копытин, А. В. Применение расширенного фильтра Калмана для идентификации параметров распреде-
ленной динамической системы / А.В. Копытин, Е.А. Копытина, М.Г. Матвеев // Вестник ВГУ. Серия: Системный
анализ и информационные технологии. — 2018. — № 3. — С. 44–50.
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моделей конвективно-диффузионного переноса.

Научная новизна
Основные результаты, полученные в работе, являются новыми. В част-

ности, построены и исследованы новые модели конвективно-диффузионного
переноса, описываемые дискретными линейными стохастическими системами
в пространстве состояний. Для построенных моделей разработаны новые ме-
тоды идентификации коэффициентов конвекции и диффузии на основе рекур-
рентных алгоритмов дискретной фильтрации. Получены выражения для вы-
числения градиента критерия идентификации для моделей конвективно-диф-
фузионного переноса на основе стандартного фильтра Калмана. Сформулиро-
ван критерий идентификации на основе SVD-модификации фильтра Калма-
на, обладающий улучшенными вычислительными свойствами по сравнению
с критерием на основе стандартного фильтра Калмана. Разработаны методы
идентификации граничных условий моделей конвективно-диффузионного пе-
реноса на основе алгоритмов одновременного оценивания векторов состояния
и входных воздействий Гиллейнса – Де-Мора. Сформулирована квадратно-кор-
невая модификация алгоритма Гиллейнса – Де-Мора в ковариационной форме.
Разработан комплекс программ для исследования процессов параметрической
идентификации математических моделей конвективно-диффузионного пере-
носа.

Положения, выносимые на защиту:

1. Математические модели конвективно-диффузионного переноса, описы-
ваемые дискретными линейными стохастическими системами в простран-
стве состояний.

2. Методы идентификации коэффициентов конвекции и диффузии с ис-
пользованием безградиентных и градиентных алгоритмов минимизации
критериев идентификации; градиент критерия идентификации для моде-
лей конвективно-диффузионного переноса на основе стандартного филь-
тра Калмана; критерий идентификации на основе SVD-модификации
фильтра Калмана.

3. Численные методы идентификации граничных условий моделей кон-
вективно-диффузионного переноса на основе алгоритмов одновремен-
ного оценивания векторов состояния и входных воздействий Гиллейн-
са – Де-Мора; квадратно-корневая модификация алгоритма Гиллейнса –
Де-Мора в ковариационной форме.

4. Комплекс программ для исследования процессов параметрической иден-
тификации математических моделей конвективно-диффузионного пере-
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носа с реализацией разработанных методов на языке MATLAB.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности
Содержание диссертации соответствует п. 3 «Разработка, обоснование и

тестирование эффективных вычислительных методов с применением совре-
менных компьютерных технологий», п. 4 «Реализация эффективных числен-
ных методов и алгоритмов в виде комплексов проблемно-ориентированных
программ для проведения вычислительного эксперимента» и п. 5 «Комплекс-
ные исследования научных и технических проблем с применением современ-
ной технологии математического моделирования и вычислительного экспери-
мента» паспорта специальности научных работников 05.13.18 — «Математи-
ческое моделирование, численные методы и комплексы программ» по физико-
математическим наукам.

Достоверность и обоснованность результатов обеспечена строгими
математическими доказательствами теоретических результатов, корректным
применением математического аппарата и численных методов, использовани-
ем современных методов разработки алгоритмов, сравнением результатов с
результатами, полученными альтернативными методами, а также использова-
нием при разработке программного комплекса апробированного лицензионно-
го и свободно распространяемого программного обеспечения. Все теоретиче-
ские положения подтверждены результатами вычислительных экспериментов.

Теоретическая и практическая значимость
Теоретическая значимость работы состоит в разработке новых методов

и средств параметрической идентификации математических моделей процес-
сов конвективно-диффузионного переноса. Практическая значимость работы
заключается в возможности использования результатов диссертационного ис-
следования для решения прикладных задач тепломассопереноса.

Методы исследования
Теоретические результаты диссертации получены с применением мето-

дов вычислительной линейной алгебры, теории линейных дискретных дина-
мических систем, теории адаптивной и оптимальной дискретной фильтрации,
численных методов оптимизации. Для получения практических результатов
использованы методы математического моделирования, математической ста-
тистики и современные технологии научного программирования.

Апробация результатов
Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на сле-

дующих конференциях, семинарах и научных мероприятиях:

– Международная конференция «Дифференциальные уравнения, матема-
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тическое моделирование и вычислительные алгоритмы», Белгород, 25–29
октября 2021 г.

– Научно-техническая конференция «Интегрированные системы управле-
ния», Ульяновск, 18–19 мая 2021 г.

– XXVIII Международная конференция студентов, аспирантов и молодых
учёных «Ломоносов», Ульяновск, 12–23 апреля 2021 г. (доклад «Адап-
тивное оценивание дискретной модели конвективно-диффузионного пе-
реноса на основе численно эффективных алгоритмов Калмановской филь-
трации» удостоен диплома II степени).

– Всероссийская научно-практическая конференция с международным уча-
стием «Функциональный анализ и математическое образование»
(ФАМО-2020), Ульяновск, 8–9 октября 2020 г.

– VI международная конференция и молодежная школа «Информацион-
ные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2020), Самара, 26–29 мая
2020 г.

– V международная конференция и молодежная школа «Информационные
технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2019), Самара, 21–24 мая 2019 г.
(доклад «Dynamic identification of boundary conditions for convective-diffu-
sion transport model in the case of noisy measurements» удостоен диплома
III степени в конкурсе «Best Paper Award»).

– II Всероссийская научная конференция с международным участием «Ин-
формационные технологии в моделировании и управлении: подходы, ме-
тоды, решения», Тольятти, 22–24 апреля 2019 г.

– Вторая международная научно-практическая конференция «Нечеткие си-
стемы и мягкие вычисления. Промышленные применения» (FTI-2018),
Ульяновск, 23–25 октября 2018 г.

Исследования по теме диссертации частично поддержаны грантом Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований (проект: р_а № 19-41-730009)
и внутривузовским грантом УлГПУ им. И. Н. Ульянова (приказ № 133 от 31
мая 2019 г.).

Публикации
По теме исследования опубликованы 16 печатных работ, в том числе

3 статьи в изданиях, входящих в перечень ВАК РФ, 4 статьи в изданиях, индек-
сируемых в международных системах цитирования Scopus и Web of Science,
3 свидетельства о регистрации программы для ЭВМ.

9



Личный вклад автора
Все основные теоретические результаты диссертационного исследования

получены соискателем самостоятельно. Разработка программного комплекса
осуществлялась совместно с научным руководителем. Постановка и проведе-
ние вычислительных экспериментов выполнены соискателем также самостоя-
тельно. Анализ результатов осуществлялся совместно с научным руководите-
лем.

Структура и объём диссертации
Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения, списка ли-

тературы, списка иллюстративного материала, списка таблиц, списка алгорит-
мов и четырех приложений. Общий объём диссертации 152 страницы, вклю-
чая 62 рисунка и 16 таблиц. Основной текст диссертации составляет 140 стра-
ниц. Список литературы состоит из 90 наименований.

Содержание работы

Во введении приводится обоснование актуальности темы исследования,
формулируются цель, задачи, объект и предмет исследования, научная новиз-
на, положения, выносимые на защиту; описываются теоретическая и практи-
ческая значимость работы, внедрение результатов, методология и методы ис-
следования, степень достоверности полученных результатов; приводятся све-
дения об апробации работы и личном вкладе автора.

Первая глава посвящена построению и исследованию дискретных ли-
нейных стохастических моделей конвективно-диффузионного переноса в про-
странстве состояний.

В разделе 1.1 приводится постановка задачи. Пусть дана одномерная
математическая модель конвективно-диффузионного переноса, описываемая
уравнением 𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐

𝜕2𝑥
, (1)

с начальным условием
𝑐(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥) (2)

и граничными условиями

𝑐(𝑎, 𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑐(𝑏, 𝑡) = 𝑔(𝑡) (3)

или
𝑐(𝑎, 𝑡) = 𝑓(𝑡),

𝜕𝑐(𝑏, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝜆[𝑐(𝑏, 𝑡)− 𝑔(𝑡)], (4)

где 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] — пространственная координата; 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] — время; 𝑐(𝑥, 𝑡) — иско-
мая функция, например, концентрация или температура некоторого вещества
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в точке с координатой 𝑥 в момент времени 𝑡; 𝑣 — скорость конвекции; 𝛼 — ко-
эффициент диффузии (единицы измерения величин зависят от типа решаемой
задачи). Таким образом, рассматриваются модели либо с двумя граничными
условиями первого рода (3), либо со смешанными граничными условиями
первого и третьего рода (4).

В работе рассматриваются следующие задачи параметрической иденти-
фикации: 1) определение коэффициентов 𝑣 и 𝛼 уравнения (1), 2) определение
функций 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡), входящих в граничные условия (3) или (4), по данным
зашумленных измерений значений функции 𝑐(𝑥, 𝑡) в дискретные моменты вре-
мени. Для решения данных задач в работе используются методы теории оп-
тимального оценивания для дискретных линейных стохастических систем в
пространстве состояний следующего вида:{︂

𝑐𝑘 = 𝐹𝑘−1𝑐𝑘−1 +𝐵𝑘−1𝑢𝑘−1 +𝐺𝑘−1𝑤𝑘−1,

𝑧𝑘 = 𝐻𝑘𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

(5)

(6)

где (5) — уравнение (модель) объекта/процесса, 𝑐𝑘 ∈ R𝑛 — вектор состояния
системы, 𝑢𝑘 ∈ R𝑟 — вектор входных воздействий (управления), 𝑤𝑘 ∈ R𝑞 — шум
в объекте, 𝐹𝑘 ∈ R𝑛×𝑛 — переходная матрица состояния, 𝐵𝑘 ∈ R𝑛×𝑟 — матрица
управления, 𝐺𝑘 ∈ R𝑛×𝑞 — передаточная матрица шума; (6) — уравнение (мо-
дель) зашумленных измерений, 𝑧𝑘 ∈ R𝑚 — вектор измерений, 𝜉𝑘 ∈ R𝑚 — шум
в измерителе, 𝐻𝑘 ∈ R𝑚×𝑛 — матрица измерений; 𝑐0 ∼ 𝒩 (𝑐0,Π0); шумы 𝑤𝑘

и 𝜉𝑘 образуют независимые нормально распределенные последовательности с
нулевым математическим ожиданием и ковариационными матрицами 𝑄𝑘 ≥ 0

и 𝑅𝑘 > 0.
Уравнение объекта в общем случае представляет собой дискретную ли-

нейную динамическую систему, записанную в матричном виде. В уравнении
измерений матрица 𝐻𝑘 отвечает за выбор измеряемых компонент вектора со-
стояния. В зависимости от решаемой задачи параметрической идентификации
вектор 𝑢𝑘 является известным или неизвестным. Наряду с (5) также рассмат-
ривается уравнение объекта вида

𝑐𝑘 = 𝐹𝑘−1𝑐𝑘−1 +𝐵1
𝑘−1𝑢

1
𝑘−1 +𝐵𝑘−1𝑢𝑘−1 +𝐺𝑘−1𝑤𝑘−1, (7)

в котором вектор входных воздействий 𝑢1𝑘 считается известным, а вектор 𝑢𝑘 —
неизвестным.

В разделах 1.2 и 1.3 выполняется дискретизация исходной модели и по-
строение уравнений объекта для случаев граничных условий вида (3) и (4)
соответственно. В рассматриваемой пространственно-временной области за-
дается конечно-разностная сетка {(𝑥𝑖, 𝑡𝑘)|𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐾}, где
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𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖Δ𝑥, 𝑡𝑘 = 𝑘Δ𝑡, Δ𝑥 = (𝑏− 𝑎)/𝑁 , Δ𝑡 = 𝑇/𝐾. Используя трехто-
чечную конечно-разностную схему, в случае граничных условий (3) получаем
уравнение объекта⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑛−2

𝑐𝑘𝑛−1

𝑐𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎3 0 . . . 0 0 0

𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0

0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ...
0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0

0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 0 𝑎1 𝑎2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐹𝑘−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑛−2

𝑐𝑘−1
𝑛−1

𝑐𝑘−1
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘−1

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0

0 0

0 0
... ...
0 0

0 0

0 𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐵𝑘−1

[︂
𝑓𝑘−1

𝑔𝑘−1

]︂
⏟  ⏞  

𝑢𝑘−1

,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾,

(8)

а в случае граничных условий (4):⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑛−2

𝑐𝑘𝑛−1

𝑐𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎3 0 · · · 0 0 0

𝑎1 𝑎2 𝑎3 · · · 0 0 0

0 𝑎1 𝑎2 · · · 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ...
0 0 0 · · · 𝑎2 𝑎3 0

0 0 0 · · · 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 · · · 𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐹𝑘−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑛−2

𝑐𝑘−1
𝑛−1

𝑐𝑘−1
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘−1

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0

0 0

0 0
... ...
0 0

0 0

0 𝑎5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐵𝑘−1

[︂
𝑓𝑘−1

𝑔𝑘

]︂
⏟  ⏞  

𝑢𝑘−1

,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾,

(9)

где 𝑎1 = 𝑟1+ 𝑟2, 𝑎2 = 1− 2𝑟2, 𝑎3 = 𝑟2− 𝑟1, 𝑟1 = (𝑣Δ𝑡)/(2Δ𝑥), 𝑟2 = (𝛼Δ𝑡)/Δ𝑥2,
𝑎4 = 1/(1 + 𝜆Δ𝑥), 𝑎5 = (𝜆Δ𝑥)/(1 + 𝜆Δ𝑥).

В (8) компоненты вектора состояния 𝑐𝑘 соответствуют всем внутренним
узлам пространственной сетки (𝑛 = 𝑁 − 1), а в (9) — всем внутренним узлам
пространственной сетки и правой границе (𝑛 = 𝑁 ), вектор входных воздей-
ствий 𝑢𝑘 является двумерным (𝑟 = 2), а матрицы 𝐹𝑘 и 𝐵𝑘 — постоянными.

В случае, когда одно из граничных условий известно, получается урав-
нение объекта вида (7). Например, если левое граничное условие известно, а
правое неизвестно, то (9) можно записать следующим образом:
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑛−2

𝑐𝑘𝑛−1

𝑐𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎3 0 · · · 0 0 0

𝑎1 𝑎2 𝑎3 · · · 0 0 0

0 𝑎1 𝑎2 · · · 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ...
0 0 0 · · · 𝑎2 𝑎3 0

0 0 0 · · · 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 · · · 𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐹𝑘−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑛−2

𝑐𝑘−1
𝑛−1

𝑐𝑘−1
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘−1

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1
0

0
...
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  
𝐵1

𝑘−1

𝑓𝑘−1⏟ ⏞ 
𝑢1
𝑘−1

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0
...
0

0

𝑎5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  
𝐵𝑘−1

𝑔𝑘⏟ ⏞ 
𝑢𝑘−1

,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾.
(10)

К полученным уравнениям добавляется уравнение зашумленных измере-
ний вида (6):

𝑧𝑘 = 𝐻𝑘𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾, (11)

где вид матрицы измерений 𝐻𝑘 и характеристики шума 𝜉𝑘 зависят от исполь-
зуемых сенсоров. В работе рассматриваются только постоянные матрицы из-
мерений 𝐻𝑘. Таким образом, построенные системы являются дискретными
инвариантными во времени линейными системами. Приводятся примеры по-
строения дискретных моделей для различных граничных условий и схем из-
мерений.

В разделе 1.4 проводится анализ свойств полной наблюдаемости и управ-
ляемости построенных дискретных моделей для матриц измерений вида

𝐻 =
[︀
𝑒𝑇1,𝑗1 | 𝑒

𝑇
2,𝑗2

| · · · | 𝑒𝑇𝑚,𝑗𝑚

]︀𝑇
, (12)

где 𝑒𝑖,𝑗𝑖 = [0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0] — 𝑖-я строка матрицы с единицей на 𝑗𝑖-м месте.
Для автоматической проверки свойств полной управляемости и наблю-

даемости разработаны скрипты для системы символьных вычислений Maple
и приведены результаты их использования для различных моделей и матриц
измерений вида (12). Рассматривается задача определения минимально необ-
ходимого количества сенсоров, при котором система остается полностью на-
блюдаемой. Полученные результаты сформулированы в виде утверждений 1.1,
1.2 и 1.3.

Раздел 1.5 содержит краткие выводы по главе 1.
Вторая глава посвящена решению задачи идентификации коэффициен-

тов конвекции и диффузии: определить коэффициенты 𝑣 и 𝛼 в уравнении (1)
по результатам зашумленных измерений значений функции 𝑐(𝑥, 𝑡) в отдель-
ных точках рассматриваемого отрезка в последовательные моменты време-
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ни (функции 𝜙(𝑥), 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) и коэффициент 𝜆, входящие в начальное и гранич-
ные условия, предполагаются известными).

В разделе 2.1 приводится постановка задачи и выполняется ее форма-
лизация. Пусть 𝜃 = [𝑣, 𝛼]𝑇 — неизвестный векторный параметр, подлежащий
идентификации. Перейдем от исходной непрерывной модели (1), (2), (3) или
(1), (2), (4) к дискретной линейной стохастической системе в пространстве
состояний (5), (6). Поскольку неизвестные коэффициенты уравнения 𝑣 и 𝛼

входят в коэффициенты 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 матриц 𝐹𝑘 и 𝐵𝑘 дискретной системы, она
будет иметь вид {︂

𝑐𝑘 = 𝐹𝑘−1(𝜃)𝑐𝑘−1 +𝐵𝑘−1(𝜃)𝑢𝑘−1,

𝑧𝑘 = 𝐻𝑘𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾.

(13)

(14)

Задача параметрической идентификации состоит в нахождении неизвест-
ного параметра 𝜃 по известным входным воздействиям 𝑈𝐾−1

0 = {𝑢0, 𝑢1, ..., 𝑢𝐾−1}
и данным наблюдений 𝑍𝐾

1 = {𝑧1, ..., 𝑧𝐾} в соответствии с выбранным крите-
рием качества идентификации 𝐽(𝜃;𝑍𝐾

1 , 𝑈𝐾−1
0 ). В этом случае задача оценки

неизвестного параметра требует решения задачи нелинейного программиро-
вания

𝜃𝑚𝑖𝑛 = argmin
𝜃

𝐽(𝜃;𝑍𝐾
1 , 𝑈𝐾−1

0 ), (15)

где 𝜃 ∈ 𝐷(𝜃) (область определения 𝜃).
Одним из стандартных подходов к решению задач параметрической иден-

тификации дискретных линейных стохастических систем вида (13), (14) явля-
ется использование метода максимального правдоподобия, в котором в каче-
стве критерия идентификации используется отрицательная логарифмическая
функция правдоподобия

𝐽𝐶𝐾𝐹 (𝜃;𝑍
𝐾
1 , 𝑈𝐾−1

0 ) =
𝐾𝑚

2
ln(2𝜋) +

1

2

𝐾∑︁
𝑘=1

{︁
ln[det(Σ𝜈,𝑘)] + 𝜈𝑇𝑘 Σ

−1
𝜈,𝑘𝜈𝑘

}︁
, (16)

где вектор невязки 𝜈𝑘 и его ковариационная матрица Σ−1
𝜈,𝑘 для заданного значе-

ния параметра 𝜃 вычисляются из известных уравнений дискретного фильтра
Калмана.

В разделе 2.2 формулируется правило вычисления критерия 𝐽𝐶𝐾𝐹 для
рассматриваемых моделей (алгоритм 2.2, утверждение 2.1), приводятся ре-
зультаты численных экспериментов по идентификации коэффициентов 𝑣 и 𝛼

с использованием безградиентных метаэвристических методов оптимизации
simulannealbnd и ga модуля Optimization Toolbox в системе MATLAB.

В разделе 2.3 формулируется правило вычисления градиента критерия
идентификации 𝐽𝐶𝐾𝐹 (предложение 2.3), приводятся результаты численных
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экспериментов по идентификации коэффициентов 𝑣 и 𝛼 с использованием гра-
диентного метода оптимизации fminunc в системе MATLAB.

В разделе 2.4 рассматривается алгоритм численно устойчивой SVD-моди-
фикации фильтра Калмана (алгоритм 2.3), основанный на представлении кова-
риационной матрицы ошибок оценивания в виде 𝑃𝑘 = Θ𝑃𝑘

𝐷𝑃𝑘
Θ𝑇

𝑃𝑘
, где Θ𝑃𝑘

—
ортогональная матрица и 𝐷𝑃𝑘

— диагональная матрица, содержащая сингу-
лярные значения матрицы 𝑃𝑘. Уравнения SVD-фильтра позволяют рекуррент-
но обновлять SVD-факторы {Θ𝑃𝑘

, 𝐷𝑃𝑘
} матрицы 𝑃𝑘 с помощью сингулярного

разложения (процедуры SVD-факторизации). На основе SVD-фильтра запи-
сывается критерий идентификации

𝐽𝑆𝑉 𝐷(𝜃;𝑍
𝐾
1 , 𝑈𝐾−1

0 ) =
𝐾𝑚

2
ln(2𝜋) +

1

2

𝐾∑︁
𝑘=1

{︁
ln[det(𝐷Σ𝜈,𝑘

)] + 𝜈𝑇𝑘 𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘

𝜈𝑘

}︁
, (17)

где диагональная матрица 𝐷Σ𝜈,𝑘
и вектор 𝜈𝑘 доступны на каждом шаге рабо-

ты фильтра, и формулируется алгоритм вычисления критерия идентификации
𝐽𝑆𝑉 𝐷 (алгоритм 2.4, утверждение 2.2).

Алгоритм 1 Вычисление критерия идентификации на основе SVD-модифика-
ции фильтра Калмана
Вход: 𝜃, 𝑍𝐾

1 , 𝑈𝐾−1
0 , 𝑐0, Π0

1 𝑐0 = 𝑐0, [Θ𝑃0 , 𝐷𝑃0 ] = svd(Π0), 𝐽𝑆𝑉 𝐷 = 𝐾𝑚 ln(2𝜋)
2 for 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾 do

3
[︁
𝐷

1/2
𝑃𝑘−1

Θ𝑇
𝑃𝑘−1

𝐹 𝑇
𝑘−1

]︁
= 𝒲𝑇𝑈

[︁
𝐷

1/2
𝑃𝑘|𝑘−1

]︁
Θ𝑇

𝑃𝑘|𝑘−1

4 𝑐𝑘|𝑘−1 = 𝐹𝑘−1𝑐𝑘−1 +𝐵𝑘−1𝑢𝑘−1

5 [Θ𝑅𝑘
, 𝐷𝑅𝑘

] = svd(𝑅𝑘)

6

[︃
𝐷

1/2
𝑅𝑘

Θ𝑇
𝑅𝑘

𝐷
1/2
𝑃𝑘|𝑘−1

Θ𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

𝐻𝑇
𝑘

]︃
= 𝒲(1)

𝑀𝑈

[︂
𝐷

1/2
Σ𝜈,𝑘

0

]︂
Θ𝑇

Σ𝜈,𝑘

7 𝐾̄𝑘 = 𝑃𝑘|𝑘−1𝐻
𝑇
𝑘 ΘΣ𝜈,𝑘

, 𝐾𝑘 = 𝐾̄𝑘𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘

Θ𝑇
Σ𝜈,𝑘

8

[︃
𝐷

1/2
𝑃𝑘|𝑘−1

Θ𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

(𝐼 −𝐾𝑘𝐻𝑘)
𝑇

𝐷
1/2
𝑅𝑘

Θ𝑇
𝑅𝑘
𝐾𝑇

𝑘

]︃
= 𝒲(2)

𝑀𝑈

[︂
𝐷

1/2
𝑃𝑘

0

]︂
Θ𝑇

𝑃𝑘

9 𝜈𝑘 = Θ𝑇
Σ𝜈,𝑘

(𝑧𝑘 −𝐻𝑘𝑐𝑘|𝑘−1), 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘|𝑘−1 + 𝐾̄𝑘𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘

𝜈𝑘

10 𝐽𝑆𝑉 𝐷 = 𝐽𝑆𝑉 𝐷 + ln[det(𝐷Σ𝜈,𝑘
)] + 𝜈𝑇

𝑘 𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘

𝜈𝑘
11 end for
12 𝐽𝑆𝑉 𝐷 = 1

2
𝐽𝑆𝑉 𝐷

Выход: 𝐽𝑆𝑉 𝐷(𝜃;𝑍
𝐾
1 , 𝑈𝐾−1

0 )

Обновление основных величин в SVD-фильтре выполняется при помощи
ортогональных преобразований, применяемых к матричным массивам, содер-
жащим все нужные для расчетов величины, а результаты вычислений также
получаются в матричных массивах.

Численная устойчивость алгоритмов идентификации на основе критерия
𝐽𝑆𝑉 𝐷 демонстрируется на примере следующей модели
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𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐

𝜕2𝑥
, (18)

𝑐(𝑥, 0) = 0, (19)

𝑐(0, 𝑡) = 4𝑡| sin 𝜋𝑡|, 𝑐(1, 𝑡) = 𝑡 (20)

или
𝑐(0, 𝑡) = 4𝑡| sin 𝜋𝑡|, 𝜕𝑐(1, 𝑡)

𝜕𝑥
= −[𝑐(1, 𝑡)− 𝑡], (21)

где 𝑥 ∈ [0; 1], 𝑡 ∈ [0; 2], 𝑣 = 2, 𝛼 = 1.
Рассматривается пространственно-временная сетка c 6 узлами по оси 𝑂𝑥

и 101 узлом по оси 𝑂𝑡 (𝑁 = 5, 𝐾 = 100, Δ𝑥 = 0.2, Δ𝑡 = 0.02, 𝑛 = 4 для
граничных условий (20), 𝑛 = 5 для граничных условий (21)). На рисунке 1
приведены графики решения прямой задачи с граничными условиями (20) и
(21) соответственно.

Рис. 1. Решение задачи с граничными условиями (20) и (21)

Зашумленные измерения производятся в двух узлах пространственной
сетки, соответствующих первой и последней компонентам вектора состояния.
Рассматриваются различные варианты ковариационной матрицы шума 𝑅𝑘 в
измерителе:

𝑅0 =

[︂
10−2 0

0 10−2

]︂
, 𝑅1 =

[︂
𝛿 0

0 𝛿

]︂
, 𝑅2 =

[︂
𝛿 0

0 10−4

]︂
, 𝑅3 =

[︂
10−4 0

0 𝛿

]︂
. (22)

Показывается, что сначала для обоих критериев идентификации с увели-
чением точности измерений (уменьшении 𝛿) средние значения идентифици-
рованных параметров 𝑣 и 𝛼 стремятся к истинным, а ошибки RMSE и MAPE
уменьшаются, но, начиная со значения 𝛿 = 10−14, для граничных условий (20)
и 𝛿 = 10−13, для граничных условий (21) ошибки идентификации на основе
стандартного фильтра Калмана начинают быстро нарастать, вплоть до аварий-
ного завершения работы функции минимизации, что обусловлено расходимо-
стью стандартного фильтра Калмана (резким ухудшением обусловленности
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ковариационной матрицы) и, как следствие, некорректным вычислением зна-
чений критерия идентификации (16). В то же время процедура идентификации
на основе SVD-фильтра выполняется корректно для всех значений 𝛿.

Раздел 2.5 содержит краткие выводы по главе 2.
Третья глава посвящена решению задачи численной идентификации

граничных условий моделей конвективно-диффузионного переноса: опреде-
лить функции 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡), входящие в граничные условия (3) или (4), по резуль-
татам зашумленных измерений значений функции 𝑐(𝑥, 𝑡) в отдельных точках
рассматриваемого отрезка в последовательные моменты времени (коэффи-
циенты 𝑣, 𝛼, 𝜆 предполагаются известными).

В разделе 3.1 приводится формулировка задачи, для решения которой
предлагается использовать алгоритм Гиллейнса – Де-Мора 22 для дискретных
линейных стохастических систем вида (5), (6). Отличительными особенно-
стями данного алгоритма являются: 1) одновременное оценивание векторов
состояния и входных воздействий, 2) отсутствие априорной информации о
динамике входных воздействий.

В разделе 3.2 рассматриваются две модификации алгоритма Гиллейн-
са – Де-Мора (алгоритмы 3.1 и 3.2), различающиеся этапом обновления оценки
вектора состояния по измерениям, и приводятся результаты численных экспе-
риментов их применения для случаев, когда оба граничных условия неизвест-
ны и когда одно из граничных условий известно.

В разделе 3.3 формулируется квадратно-корневая модификация алгорит-
ма Гиллейнса – Де-Мора в ковариационной форме (алгоритм 3.3) и доказы-
вается теорема 3.1 об алгебраической эквивалентности построенной моди-
фикации исходному алгоритму, что подтверждается результатами численных
экспериментов.

Основная идея квадратно-корневых модификаций алгоритмов дискрет-
ной фильтрации калмановского типа заключается в представлении положи-
тельно полуопределенных матриц, в частности, ковариационной матрицы оши-
бок оценивания, в виде 𝑃𝑘 = 𝑆𝑘𝑆

𝑇
𝑘 , где 𝑆𝑘 — “квадратный корень” матрицы 𝑃𝑘,

являющийся нижней треугольной матрицей. На каждом этапе квадратно-кор-
невого алгоритма обновление основных величин фильтра выполняется при
помощи ортогональных преобразований, применяемых к матричным масси-
вам, содержащим все нужные для расчетов величины, а результаты вычисле-
ний также получаются в матричных массивах. На этапе инициализации и в

22 Gillijns, S. Unbiased minimum-variance input and state estimation for linear discretetime systems / S. Gillijns,
B.D. Moor // Automatica. — 2007. — Vol. 43. — P. 111–116.
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основном цикле построенного алгоритма разложение матриц Π0, 𝑄𝑘−1 и 𝑅𝑘

осуществляется с помощью алгоритма Холецкого.

Алгоритм 2 Квадратно-корневой ковариационный алгоритм оценивания со-
стояния и входных воздействий
Вход: 𝑐0, Π0

1 𝑐0 = 𝑐0, 𝑆𝑃0 = chol(Π0) // Инициализация
2 for 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾 do

// Прогноз оценки вектора состояния
3 𝑐𝑘|𝑘−1 = 𝐹𝑘−1𝑐𝑘−1

4 𝑆𝑄𝑘−1
= chol(𝑄𝑘−1)

5

[︂
𝑆𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

0

]︂
= 𝒬1

[︂
𝑆𝑇
𝑃𝑘−1

𝐹 𝑇
𝑘−1

𝑆𝑇
𝑄𝑘−1

]︂
// Оценка вектора входных воздействий

6 𝑆𝑅𝑘
= chol(𝑅𝑘)

7

[︃
𝑆𝑇
𝑅̃𝑘

𝐾̄𝑇
𝑘

0 𝑆𝑇
𝑃 *
𝑘

]︃
= 𝒬2

[︂
𝑆𝑇
𝑅𝑘

0
𝑆𝑇
𝑃𝑘|𝑘−1

𝐻𝑇
𝑘 𝑆𝑇

𝑃𝑘|𝑘−1

]︂
8

[︀
𝑆−𝑇
𝐷𝑘−1

]︀
= 𝒬3

[︁
𝑆−𝑇

𝑅̃𝑘
𝐻𝑘𝐵𝑘−1

]︁
9 𝑀𝑘 = 𝑆𝐷𝑘−1

𝑆𝑇
𝐷𝑘−1

𝐵𝑇
𝑘−1𝐻

𝑇
𝑘 𝑆

−𝑇

𝑅̃𝑘
𝑆−1

𝑅̃𝑘

10 𝑢̂𝑘−1 = 𝑀𝑘(𝑧𝑘 −𝐻𝑘𝑐𝑘|𝑘−1)
// Коррекция оценки вектора состояния

11 𝐾𝑘 = 𝐾̄𝑘𝑆
−1

𝑅̃𝑘

12 𝑐*𝑘 = 𝑐𝑘|𝑘−1 +𝐵𝑘−1𝑢̂𝑘−1

13 𝑐𝑘 = 𝑐*𝑘 +𝐾𝑘(𝑧𝑘 −𝐻𝑘𝑐
*
𝑘)

14

[︂
𝑆𝑇
𝑃𝑘

0

]︂
= 𝒬4

[︂
𝑆𝑇
𝑃 *
𝑘

𝑆𝑇
𝐷𝑘−1

𝐵𝑇
𝑘 (𝐼𝑛 −𝐾𝑘𝐻𝑘)

𝑇

]︂
15 end for

Выход: 𝑐𝑘, 𝑆𝑃𝑘
, 𝑢̂𝑘−1, 𝑆𝐷𝑘−1

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾

К преимуществам разработанного алгоритма можно отнести: сохранение
симметричности и положительной определенности ковариационных матриц
ошибок оценивания векторов состояния и входных воздействий; возможность
экономии памяти за счет работы с треугольными факторами; удобную форму
для реализации параллельной схемы вычислений.

В качестве примера рассматривается процесс идентификации граничного
условия на левом конце отрезка, при известном правом граничном условии, с
помощью квадратно-корневой модификации алгоритма Гиллейнса – Де-Мора
для следующей модели

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 2

𝜕𝑐

𝜕𝑥
=

1

2

𝜕2𝑐

𝜕2𝑥
, (23)

𝑐(𝑥, 0) = 10𝑥(1− 𝑥), 𝑐(0, 𝑡) = 𝑡, 𝑐(1, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ [0; 1], 𝑡 ∈ [0; 1]. (24)

На рисунках 2 и 3 приведены результаты моделирования процесса иден-
тификации на сетке с 9 пространственными узлами для 100 измерений с од-
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ним сенсором в точке, соответствующей первой компоненте вектора состоя-
ния (Δ𝑥 = 0.125, Δ𝑡 = 0.01, 𝑅𝑘 = 0.001).

0
1 1

0.80.8

1

0.6 0.6

0.4 0.4

0.20.2

2

00

3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0.2

0.4

0.6

0.8

1

Рис. 2. Решение задачи и зашумленные измерения
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Рис. 3. Оценка решения и граничного условия

Раздел 3.4 содержит краткие выводы по главе 3.
Четвертая глава посвящена описанию программного комплекса, пред-

назначенного для компьютерного моделирования процессов параметрической
идентификации математических моделей конвективно-диффузионного пере-
носа. Программный комплекс реализован в виде скриптов и функций на язы-
ке MATLAB и состоит из набора компонентов, позволяющих решать следую-
щие задачи: 1) описание исходной модели, 2) построение конечно-разностной
сетки и дискретизация непрерывной модели, 3) моделирование эксперимен-
тальных данных, 4) идентификация коэффициентов конвекции и диффузии,
5) идентификация граничных условий, 6) визуализация полученных результа-
тов, 7) проведение численных экспериментов.
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В разделе 4.1 описывается структура программного комплекса, состав
его компонентов, основные структуры данных и функции; приводятся блок-
схемы процессов параметрической идентификации. На рисунке 4 перечислены
компоненты и приведена структурная схема программного комплекса.

Рис. 4. Структура программного комплекса

В разделе 4.2 рассматриваются примеры решения задач параметрической
идентификации при помощи программного комплекса.

Раздел 4.3 содержит краткие выводы по главе 4.
В заключении перечисляются полученные в диссертации новые науч-

ные результаты, на основании которых сделаны общие выводы и указываются
возможные направления дальнейших исследований.

Приложения содержат скрипты Maple для автоматической проверки
свойств полной наблюдаемости и полной управляемости, формулировки мета-
эвристических алгоритмов оптимизации, а также свидетельство о регистрации
программы для ЭВМ.

Результаты и выводы
В диссертации разработаны новые методы параметрической идентифи-

кации математических моделей процессов конвективно-диффузионного пере-
носа на основе рекуррентных алгоритмов дискретной фильтрации.

В работе получены новые научные результаты:
1. Построены дискретные линейные стохастические модели конвективно-

диффузионного переноса в пространстве состояний. Проанализированы свой-
ства полной наблюдаемости и управляемости полученных моделей.
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2. Сформулированы алгоритмы вычисления критериев идентификации
неизвестных коэффициентов уравнения конвекции-диффузии на основе стан-
дартного фильтра Калмана и его SVD-модификации. Получены формулы для
вычисления градиента критерия идентификации на основе стандартного филь-
тра Калмана.

3. Сформулированы алгоритмы численной идентификации граничных
условий на основе алгоритмов Гиллейнса — Де-Мора и приведены примеры
их применения для случаев, когда оба граничных условия неизвестны и когда
одно из граничных условий известно. Сформулирована квадратно-корневая
модификация алгоритма Гиллейнса — Де-Мора в ковариационной форме и до-
казана ее алгебраическая эквивалентность исходному алгоритму.

4. Разработан комплекс программ на языке MATLAB для компьютерного
моделирования процессов параметрической идентификации математических
моделей конвективно-диффузионного переноса.

Выводы из полученных в диссертации результатов:
1. Переход от непрерывных моделей конвективно-диффузионного пере-

носа к моделям, описываемым дискретными линейными стохастическими си-
стемами в пространстве состояний, позволяет решать задачи параметрической
идентификации моделей конвективно-диффузионного переноса в условиях за-
шумленных измерений.

2. При программной реализации методов параметрической идентифика-
ции предпочтительнее использовать алгоритмы на основе численно устойчи-
вых к ошибкам машинного округления рекуррентных алгоритмов дискретной
фильтрации.

3. Результаты численного моделирования подтверждают работоспособ-
ность предложенных подходов.
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