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Введение 
 

          Одним из перспективных подходов при описании многих физических 

процессов во фрактальных и пористых средах является использование матема-

тического аппарата интегралов и производных дробных порядков. Дробные 

степени в показателях размерностей очень часто возникают при моделирова-

нии различных процессов во фрактальных (разномасштабных, подобных це-

лому) средах. Как показано в работе  [108],  дробный математический анализ 

является важнейшим методом для построения моделей теоретической физики, 

в которых иптегро-дифференциальные операторы дробного порядка по време-

ни и координатам описывают степенную долгосрочную память, и простран-

ственную нелокальность сложных сред, процессов и явлений. 

Описание физических свойств систем с фрактальной структурой привело 

к развитию аналитических методов в концепции фрактала, которые основаны 

на использовании  математического аппарата интегралов и производных 

дробного порядка. Математический аппарат дробных производных и интегра-

лов имеет давнюю историю. В создании основ математического аппарата ин-

тегродифференцирования дробного порядка участвовали известные математи-

ки Эйлер, Г.Лейбниц, Абель, Риман [14]. В настоящее время известны моно-

графии по дробному исчислению как отечественных (Нахушева А.М. [85], 

Учайкина В.В. [115], Нахушевой В.А. [87], Мейланова Р.П. [75], Псху А.В. 

[97], Мамчуева М.О.[72], Самко С.Г., Килбас А.А., Маричева О.И. [103],  Па-

ровик Р.А. [92]) так и зарубежных (Капуто, Маинарди [211], Христова [166] и 

др.) авторов. Интерес к математическим методам, основанным на математиче-

ском аппарате дробного исчисления, за последнее время был вызван в связи с 

применением этих методов при решении различных задач прикладного харак-

тера. С началом развития концепции фрактала, методы дробного исчисления 

стали применять и при решении прикладных задач в теории тепломассопере-

носа, вычислительной математики, биофизики, теории информации и социо-

логии [14].  
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Хотя сам математический аппарат интегродифференцирования дробного 

порядка достаточно развит, его применение для моделирования различных 

процессов в системах с фрактальной структурой начат сравнительно недавно 

[14]. Этому положено начало в работах Учайкина В.В. [115], Нахушевой 

В.А.[87;88], Нигматулина Р.Р.[89], Мейланова Р.П.[73-77], Сербиной Л.И 

[105],  Паровика Р.А.[92], Головизина В.М [47-50], Джалаб Х.А [168], Христо-

ва Ж. [165;166] и др.  

Диссертация посвящена разработке новых методов математического мо-

делирования динамических процессов, описываемых дифференциальными 

уравнениями с дробными производными. Разработку новых математических 

методов и высокоэффективных алгоритмов численного моделирования вос-

требовали проблемы, связанные с исследованием нелокальных динамических 

процессов во фрактальных и пористых средах, так как в настоящее время по-

нятие фрактала стало одним из парадигм современной физики, радиофизики, 

радиолокации, аппарат дробного исчисления- математической основой моде-

лирования различных динамических процессов физики фракталов, геотермии 

и космической электродинамики  [88;94].  

 

Актуальность темы диссертации. При нахождении аналитических ре-

шений уравнений с производными дробного порядка часто возникают боль-

шие трудности.  В связи с этим, наряду с аналитическими методами начали 

развиваться и численные методы решения начальных и краевых задач для 

дифференциальных уравнений дробного порядка. На актуальность разработки 

численных методов решения начальных и краевых задач для дифференциаль-

ных уравнений дробного порядка обращено внимание в работах как отече-

ственных [2], [38],[47], [48], [49], [50], [108], [118], так и зарубежных авторов 

[178], [181], [185], [186], [194] и др.  

В настоящее время актуально исследование моделей, описывающих нело-

кальные процессы, которые протекают в динамических системах с фракталь-
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ной структурой. Для многих таких систем на основе аппарата интегродиффе-

ренцирования дробного порядка построены нелинейные модели, которые опи-

сывают их свойства. Однако эти уравнения часто настолько сложны, что для 

их исследования часто используют численное моделирование. В связи с этим, 

актуальными  становятся методы, которые основаны на теории линеаризации 

нелинейных дифференциальных уравнений с производными дробного поряд-

ка. Эти методы позволяют свести исходные задачи к более простым, для кото-

рых возможно получить аналитические результаты. Данный метод служит не-

обходимым промежуточным шагом для анализа нелинейных моделей динами-

ческих систем, поскольку позволяет сделать выводы о фундаментальных 

свойствах решения нелинейной задачи [117]. 

Микроканальная структура разряда находит отражение и в характере его 

автографов – отпечатков канала на поверхности плоского электрода. Установ-

лено, что автографы представляют собой скопление большого количества 

микрокластеров, а микроструктура автографов носит фрактальный характер 

[205]. Таким образом, наличие динамической ветвящейся фрактальной струк-

туры требует учета ее влияния на протекающие газоразрядные процессы. По-

скольку математическое описание процессов во фрактальных структурах об-

ладает рядом специфических особенностей, становится весьма актуальным 

развитие соответствующих подходов при расчетно-теоретическом моделиро-

вании газовых разрядов. В работе [111] автор отметил, что для исследования 

таких процессов плодотворным может оказаться подход с использованием ма-

тематического аппарата дробного интегродифференцирования [114]. На акту-

альность исследования динамики переноса электронов в ветвящихся системах 

газоразрядных каналов с использованием дифференциальных уравнений 

дробного порядка показывают и работы [112; 113; 127]. 

Как указано в многочисленных работах [6], [12], [75], [77], [85], [87], [89], 

[105],  [115], [116], [190], при исследовании нелокальных процессов теплопе-

реноса в средах с фрактальной структурой необходимо учитывать эффекты 
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памяти и пространственные  корреляции. Учет нелокальных эффектов, остава-

ясь в рамках традиционных подходов,  приводит к появлению в дифференци-

альных уравнениях интегрального оператора,  ядро которого несет информа-

цию о природе нелокальности [14]. В таких системах физические величины 

обычно имеют дробную размерность. Для исследования таких процессов акту-

альным является применение математического аппарата дифференциальных 

уравнений в частных производных дробного порядка в математических моде-

лях. 

Дробные степени в показателях размерностей очень часто возникают и 

при исследовании эффективной теплопроводности горных пород в зависимо-

сти от температуры и давления. Как показывают многочисленные данные экс-

периментов по теплопроводности горных пород, температурная зависимость 

теплопроводности на всем барическом диапазоне меняется по степенному за-

кону nT~  и при этом барическая зависимость растет по нелинейному зако-

ну до 100 Мпа. Такими являются горные породы, содержащие химические со-

единения, как с кристаллической, так и аморфной структурой. В неупорядо-

ченных кристаллических твѐрдых телах атомы занимают правильное положе-

ние в узлах кристаллической решѐтки, но порядок расположения атомов раз-

личных сортов не соблюдается. Таким образом, в неупорядоченных структу-

рах массы атомов и их силовые константы беспорядочно меняются от узла к 

узлу, что вызывает дополнительное рассеяние тепловых волн (фононов) 

[120;121]. Изучение процессов теплопереноса и прогнозирование глубинных 

температур связаны с понятием теплопроводности горных пород при высоких 

температурах и давлениях. Практическая потребность знания теплопроводно-

сти горных пород в условиях естественного залегания делают актуальным ис-

следования ее температурной и барической зависимости.  

Исследование перечисленных проблем потребовало усовершенствова-

ния и развития новых методов изучения динамических процессов во фрак-

тальных и пористых средах с учетом эффектов памяти и пространственных 
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корреляций, а также разработки эффективных алгоритмов численного моде-

лирования нелокальных процессов теплопереноса и реализация этих методов в 

виде комплексов объектно-ориентированных программ.  

Ключевые результаты диссертации опубликованы в ведущих журналах, 

входящих в список ВАК и Международные базы данных Scopus и WOS, как 

российских – «Математическое моделирование», «Вестник СамГТУ», «Изве-

стия РАН», «Нелинейный мир», так и зарубежных – «Thermal Science», «Jour-

nal of Thermal Analysis and Calorimetry», «Fractal Fractional», High Temperature. 

Об актуальности темы свидетельствует также то, что все представлен-

ные в диссертации результаты были получены при выполнении проектов, 

поддержанных грантами: Проект по аналитической ведомственной целевой 

программе РНПВШ 2.1.1/2669; Программа №3 фундаментальных исследова-

ний отделения математических наук РАН "Современные вычислительные и 

информационные технологии решения больших задач"; РФФИ 16-08-00067 

«Развитие термодинамики в дробном исчислении и расчет теплофизических 

характеристик веществ, в том числе в экстремальных состояниях на основе 

фрактального уравнения состояния»; РФФИ 18-08-00059 «Экспериментальные 

и теоретические исследования теплопроводности диэлектриков и горных по-

род при высоких гидростатических давлениях и температурах»; РФФИ 20-08-

00319 «Разработка математических моделей и программных пакетов, описы-

вающих процессы теплопереноса в призабойной зоне нефтяных, газовых и 

геотермальных скважин на основе экспериментальных измерений эффектив-

ной теплопроводности горных пород в условиях, близких к пластовым». 

Целью диссертационной работы является развитие новых математиче-

ских методов исследования динамических процессов во фрактальных и пори-

стых средах на основе математического аппарата интегралов и производных 

дробного порядка; разработка эффективных вычислительных методов для 

численного исследования динамических процессов в системах с памятью и 



11 
 

пространственными корреляциями; реализация этих методов в виде комплек-

сов объектно-ориентированных программ.  

В соответствии с целью работы были поставлены и реализованы следу-

ющие основные задачи: 

 Построить вычислительные методы нахождения приближенного решения 

задачи Коши для систем дифференциальных уравнений с дробными произ-

водными и реализовать эти методы в вычислительных алгоритмах при ис-

следовании динамических систем, описываемых нелинейными дифферен-

циальными уравнениями с производными дробного порядка. 

 Построить вычислительные методы нахождения приближенного решения 

начально-краевых задач для дифференциальных уравнений в частных дроб-

ных производных и реализовать эти методы в вычислительных алгоритмах 

при исследовании процессов тепломассопереноса в фрактальных и пори-

стых средах. 

 Получить аналитическое решение системы двух дифференциальных урав-

нений с дробной производной Капуто. Провести исследование поведения 

фазовых траекторий линейной динамической системы, отображаемой си-

стемой двух дифференциальных уравнений с дробной производной Капуто 

при различных значениях параметра дробной производной.  

 Провести исследование поведения фазовых траекторий нелинейных дина-

мических систем, которые описываются системой двух дифференциальных 

уравнений с дробными производными, методом линеаризации при различ-

ных значениях параметра дробной производной. 

 Провести комплексное исследование фрактальных характеристик микро-

структуры газоразрядных каналов и динамику электронов в них с примене-

нием современной технологии математического моделирования и вычисли-

тельного эксперимента. 
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 Провести комплексное исследование нелокальных процессов теплопровод-

ности, описывающие сверхмедленные процессы в средах с фрактальной 

структурой с учетом эффектов памяти и  пространственных корреляций.  

 На основании проведенных экспериментов по теплопроводности горных 

пород, развивать новые математические методы исследования температур-

ных и барических зависимостей теплопроводности горных пород с приме-

нением современной технологии математического моделирования и вычис-

лительного эксперимента. 

       

          Методы исследования. В работе были использованы методы, которые 

основаны на математическом аппарате интегралов и производных дробного 

порядка, аналитические и численные методы решения задачи Коши и краевых 

задач для дробных дифференциальных уравнений,  методы численного иссле-

дования динамических систем, описываемых дробными дифференциальными 

уравнениями, непосредственное численное решение уравнений в частных 

производных дробного порядка.  Для численного моделирования процессов 

теплопроводности горных пород использовался метод наименьших квадратов 

и статистические методы корреляционно- регрессионного анализа. Программ-

ная реализация выполнено на языке Delphi и в пакете Mathcad. 

 

Основные положения, выносимые на защиту:  

1. Разностные методы и алгоритмы нахождения приближенного решения за-

дачи Коши для систем ОДУ с дробными производными и теоремы о сходи-

мости этих разностных методов. 

2. Разностные схемы и алгоритмы нахождения приближенного решения 

начально-краевых задач для дифференциальных уравнений в частных дроб-

ных производных и теоремы об устойчивости и сходимости этих разност-

ных схем. 
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3. Результаты качественного исследования поведения фазовых траекторий ли-

нейной однородной динамической системы, отображаемой системой двух 

дифференциальных уравнений с дробными производными в случае дей-

ствительных корней характеристического уравнения. 

4. Качественное исследование нелинейных динамических систем, описывае-

мых системой дифференциальных уравнений с дробными производными и 

результаты анализа поведения фазовых траекторий методом линеаризации 

при различных значениях параметра дробной производной. Результаты чис-

ленного исследования поведения фазовых траекторий нелинейной системы 

при больших отклонениях от положения равновесия.  

5. Результаты численного моделирования фрактальных характеристик микро-

структуры газоразрядных каналов и динамику электронов в них с примене-

нием современной технологии математического моделирования и вычисли-

тельного эксперимента. 

6. Результаты численного исследования нестационарных процессов промерза-

ния и неизотермической фильтрации в средах с фрактальной структурой, 

включающие эффекты памяти и пространственные корреляции через произ-

водные дробного порядка.  

7. Результаты комплексного исследования нестационарных процессов тепло-

проводности для полуограниченного тела, включающие эффекты памяти и 

пространственные корреляции через производные дробного порядка. Ана-

литическое решение начально-краевой задачи для нестационарного уравне-

ния теплопроводности с  граничными условиями второго рода и результаты 

вычислительного эксперимента по анализу решения в зависимости от зна-

чений параметров дробных производных Капуто и Рисса. 

8. Результаты комплексного исследования нелокальных процессов конвектив-

ного теплообмена с внешней средой с учетом эффектов памяти. Аналитиче-

ское решение начально-краевой задачи Робена для нестационарной тепло-

проводности  дробной по времени производной Капуто в полубесконечной 
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области с конвективным теплообменом (закон Ньютона) на границе и ре-

зультаты вычислительного эксперимента по анализу решения в зависимости 

от параметра дробной производной. 

9. Эмпирические модели теплопроводности горных пород и результаты чис-

ленного моделирования теплопроводности горных пород в зависимости от 

температуры и давления с применением корреляционно-регрессионного 

анализа и вычислительного эксперимента на основе, полученных экспери-

ментальных данных.  

10. Комплексы объектно-ориентированных программ для численного иссле-

дования нелинейных динамических систем, описываемых дробными диф-

ференциальными уравнениями, нелокальных процессов теплопроводности с 

учетом эффектов памяти и пространственных корреляций и теплопроводно-

сти горных пород в зависимости от температуры и давления. 

Научная новизна работы: 

 Разработаны разностные методы и алгоритмы нахождения приближенного 

решения задачи Коши для систем ОДУ с дробными производными, отлича-

ющиеся от известных разностных методов. Доказаны теоремы о сходимости 

этих разностных методов и получены условия для нахождения шага сетки в 

зависимости от параметра дробной производной. 

 Разработаны разностные схемы и алгоритмы нахождения приближенного 

решения начально-краевых задач для дифференциальных уравнений в част-

ных дробных производных, отличающиеся от известных разностных схем. 

Доказаны теоремы об устойчивости и сходимости этих разностных схем. 

 Проведено качественное исследование поведения фазовых траекторий ди-

намической системы, описываемой системой двух дифференциальных 

уравнений с производной дробного порядка Капуто в случае действитель-

ных корней характеристического уравнения. Показано, что при переходе к 
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дробной производной в фазовой плоскости происходит топологические из-

менения. 

 Впервые проведено качественное исследование динамической системы 

«брюсселятор», описываемой дробными дифференциальными уравнениями, 

методом линеаризации. Получено аналитическое решение линеаризованной 

системы и численное решение нелинейной системы. Показано, что при пе-

реходе к дробной производной в фазовой плоскости происходит топологи-

ческие изменения. 

 Впервые проведено качественное исследование нелинейной динамической 

системы «хищник-жертва», описываемой дробными дифференциальными 

уравнениями, методом линеаризации. Получено аналитическое решение ли-

неаризованной системы и численное решение нелинейной системы. Показа-

но, что при переходе к дробной производной в фазовой плоскости происхо-

дит топологические изменения. 

 Впервые проведено численное исследование фрактальных характеристик 

микроструктуры газоразрядных каналов и динамику электронов в них с 

применением современной технологии математического моделирования и 

вычислительного эксперимента на основе аппарата интегродифференциро-

вания дробного порядка, отличающиеся от существующих методов иссле-

дования. 

 Впервые проведено численное исследование нестационарных процессов 

промерзания и неизотермической фильтрации в средах с фрактальной 

структурой, включающие эффекты памяти и пространственные корреляции 

через производные дробного порядка Капуто и Рисса и на основе, постро-

енных вычислительных алгоритмов, проведено исследование нестационар-

ных процессов промерзания и неизотермической фильтрации.  

 Впервые получено аналитическое решение начально-краевой задачи для не-

стационарного уравнения теплопроводности с  граничными условиями вто-

рого рода. На основе полученного решения, проведено комплексное иссле-
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дование нестационарных процессов теплопроводности для полуограничен-

ного тела, включающие эффекты памяти и пространственные корреляции 

через производные дробного порядка Капуто и Рисса.   

 Впервые представлен анализ нелокальных процессов конвективного тепло-

обмена с внешней средой с учетом эффектов памяти через дробную произ-

водную по времени. Проведено комплексное исследование процессов кон-

вективного теплообмена с внешней средой для полуограниченного тела с 

учетом эффектов памяти.  

 Впервые на основе экспериментальных данных проведено численное моде-

лирование теплопроводности горных пород в зависимости от температуры и 

давления с применением современной технологии математического моде-

лирования и вычислительного эксперимента, основанной на корреляционно-

регрессионном анализе. 

 Разработаны комплексы объектно-ориентированных программ для числен-

ного исследования нелинейных динамических систем, описываемых дроб-

ными дифференциальными уравнениями, нелокальных процессов тепло-

проводности с учетом эффектов памяти и пространственных корреляций и 

теплопроводности горных пород в зависимости от температуры и давления. 

Теоретическая и практическая значимость работы заключается в 

том, что результаты, которые получены в диссертационной работе, включаю-

щие в себя задачи исследования, разностные методы решения дифференци-

альных уравнений с производными дробного порядка, теоремы об устойчиво-

сти и сходимости, внесет вклад в развитие фундаментальных основ математи-

ческого моделирования нестационарных динамических процессов. Представ-

ленные разностные методы решения начальной задачи для систем дифферен-

циальных уравнений дробного порядка и результаты качественного исследо-

вания линейных и нелинейных динамических систем, описываемых диффе-

ренциальными уравнениями дробного порядка, могут служить основой разра-
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ботки и численного анализа дробно-дифференциальных моделей динамиче-

ских систем. Представленные разностные схемы решения начально-краевых 

задач для дифференциальных уравнений дробного порядка и результаты ком-

плексного исследования нестационарных процессов теплопроводности явля-

ются математической основой для разработки и численного анализа матема-

тических моделей нестационарных процессов теплопроводности во фракталь-

ных и пористых средах. Результаты исследования нестационарных процессов 

неизотермической фильтрации, включающие эффекты памяти и простран-

ственные корреляции через производные дробного порядка, и теплопроводно-

сти горных пород имеют прикладное значение. От решения данных проблем 

зависит возможность реализации различных процессов при нефтедобыче, 

функционировании геотермальных систем и прогнозировании глубинных 

температур, связанных с понятием теплопроводности горных пород при высо-

ких температурах и давлениях. 

По результатам исследований, проведенных в диссертации, автором раз-

работаны программные комплексы для ЭВМ, которые использовались при 

выполнении трех проектов, поддержанных РФФИ, проекта по аналитической 

ведомственной целевой программе РНПВШ 2.1.1/2669, проекта по программе 

№3 фундаментальных исследований отделения математических наук РАН 

"Современные вычислительные и информационные технологии решения 

больших задач". 

Исследования по теме диссертации проводилось в рамках научно-

исследовательских работ кафедры прикладной математики Дагестанского 

государственного университета и Института Проблем геотермии и воз-

обновляемой энергетики филиала ОИВТ РАН. 

 

           Обоснованность и достоверность полученных в диссертационной ра-

боте результатов подтверждаются применением фундаментальных методов 

исследования динамических процессов, корректными постановками задач и  
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математической обоснованностью полученных решений. Полученные в работе 

результаты исследования динамических систем, описываемых дифференци-

альными уравнениями дробного порядка, и нестационарных процессов тепло-

проводности обосновываются вычислительными экспериментами. Результаты 

численного моделирования теплопроводности горных пород в зависимости от 

температуры и давления подтверждаются их адекватностью и согласованно-

стью с экспериментальными данными. 

 

Апробация работы. Основные результаты диссертации ежегодно докла-

дывались на научных семинарах факультета математики и компьютерных 

наук Дагестанского государственного университета и института Проблем Гео-

термии и ВЭ, и прошла апробацию на следующих научных мероприятиях: 

1. Международный Российско-Болгарский симпозиум «Уравнения смешан-

ного типа и родственные проблемы анализа и информатики» (Нальчик, 

2010 г.) 

2. VIII Всероссийская конференция «Математическое моделирование и крае-

вые задачи» (Самара, 2011 г.) 

3. II Международный Российско-Казахский симпозиум «Уравнения смешан-

ного типа и родственные проблемы анализа и информатики» (Нальчик, 

2011 г.) 

4. II Международный Российско-Узбекский симпозиум «Уравнения смешан-

ного типа и родственные проблемы анализа и информатики» (Нальчик, 

2012 г.) 

5. XII Международная конференция «Порядковый анализ и смежные вопро-

сы математического моделирования» (Владикавказ, 2015 г.) 

6. XIII Международная конференция «Теория операторов, комплексный ана-

лиз и математическое моделирование» (Дивноморское, 2016 г.) 

7. V Международная конференция «Возобновляемая энергетика: проблемы и 

перспективы» (Махачкала, 2017 г.) 
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8. XII Международная конференция «Фундаментальные и прикладные про-

блемы математики и информатики» (Махачкала, 2017 г.) 
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Публикации.  По результатам диссертационной работы изданы 3 моно-

графии и опубликованы  32 работы в научных журналах, рекомендованных 

ВАК для публикации основных результатов докторских диссертаций. В их 

число входит 20 работ, опубликованных в научных журналах, входящих в 

международные реферативные базы WOS и Scopus. Получены 3 свидетельства 

о государственной регистрации программ для ЭВМ. Полный список публика-

ций приводится в конце автореферата. 

 

Личный вклад автора. Во всех работах, опубликованных в соавтор-

стве, все математические расчеты, выводы относительно полученных резуль-

татов, доказательства теорем, алгоритмы и выводы уравнений получены лично 

автором. 

В монографии [75] результаты двух глав принадлежат лично автору. 

Монография [15] без соавторов. В монографии [1] эмпирические модели рас-

чета теплопроводности горных пород и результаты вычислительных экспери-

ментов принадлежат  автору.  Работы [14;16;17;21;22;24;26] без соавторов. В 

работе [19] разработка численного метода решения краевой задачи для дву-

мерного уравнения теплопроводности с дробными производными и доказа-

тельство теоремы о сходимости получены лично автором. В работе [20] иссле-

дование поведения фазовых траекторий при различных значениях параметра 

дробной производной проведено лично автором. В работах [25;27] построение 

численных методов и доказательства теорем о сходимости принадлежат лично 

автору. В работе [28] аналитические решения линеаризованных систем и алго-

ритмы численного исследования нелинейных систем получены лично автором. 

В работе [29] численные алгоритмы решения задачи Коши для ОДУ дробного 

порядка и доказательства теорем о сходимости получены лично автором. В 

работе [31] разработка алгоритма численного решения начально-краевой зада-

чи и вычислительные эксперименты по анализу полученных решений принад-

лежат лично автору. В работе [33] разностная аппроксимация дробной произ-
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водной Римана-Лиувилля второго порядка точности, численный метод реше-

ния задачи Коши для дифференциального уравнения дробного порядка и дока-

зательство теоремы о сходимости принадлежат автору. В работе [35] разност-

ный метод решения начально-краевой задачи для нелинейного уравнения теп-

лопроводности с дробной производной Капуто по времени построен лично ав-

тором. В работе [74] аналитическое решение осцилляторного уравнения с 

дробной производной получено автором. В работе [84] аналитические реше-

ния и результаты исследования поведения фазовых траекторий получены лич-

но автором. В работах [113;114] численные решения дифференциальных урав-

нений и результаты вычислительных экспериментов получены автором. В ра-

ботах [120-124] и [148-155] эмпирические модели расчета теплопроводности 

горных пород и результаты вычислительных экспериментов получены лично 

автором. В работах [135-138] разностные схемы решения начально-краевых 

задач и доказательства теорем о сходимости получены лично автором. В рабо-

тах [139;140] аналитические решения начально-краевых задач для нестацио-

нарного уравнения теплопроводности, доказательства о единственности реше-

ний и результаты вычислительных экспериментов получены автором. 

 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

семи глав, заключения, списка литературы и 4 приложений. Объем работы 271 

стр.  
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Глава I. Интегралы и производные дробного порядка 

В этой главе приведены основные определения и свойства некоторых 

специальных функций, дробных интегралов и производных из монографии 

[103], которые нам необходимы при дальнейшем изложении материала рабо-

ты. А также в этой главе доказаны теоремы, устанавливающие связь произ-

водных дробного порядка с обычной производной. 

 
§ 1. Некоторые специальные функции 

Этот параграф посвящен определениям и свойствам некоторых специ-

альных функций. 

1. Символ Похгаммера [103]. Равенство вида 

0( ) ( 1)( 2)...( 1),   1, 2, 3, ...,   ( ) 1nz z z z z n n z       ,         (1.1) 

где n  – некоторое целое число, называется символом Похгаммера.  

Для символа Похгаммера справедливы следующие представления: 

  !)1(  ,)1()1()( nznz nn
n

n                            (1.2) 

  
)(

)(
)(

z

nz
z n




 .                                      (1.3) 

2. Гамма-функция [103]. Определение Гамма-функции дается с помо-

щью  интеграла Эйлера второго рода.  Следовательно, гамма-функцией будем 

называть функцию, определяемую в виде: 

  
1

0

( ) ,Re 0z xz x e dx z



    .                       (1.4) 

Если Cz , имеет место условие 0Re z , то интеграл в правой части 

равенства (1.4) сходится. Для случая Re 0,  0, 1, 2, ...,z z     гамма-функция 

доопределяется, используя аналитическое продолжение этого интеграла. Про-

интегрировав интеграл в правой части равенства (1.4) по частям получим сле-

дующую формулу понижения 

 0Re   ),()1(  zzzz .                             (1.5) 
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           При многократном применении интегрирования по частям получим ра-

венство: 

                         
)1)...(1(

)(

)(

)(
)(









nzzz

nz

z

nz
z

n

,                                  (1.6) 

                          ,...2,1,0  ,....,2,1  ,Re  znnz  

Формулу (1.6) можно использовать для аналитического продолжения в 

полуплоскость nz Re  при любом n . Из равенства (1.6) следует, что )(z  

является аналитичной в комплексной плоскости всюду, кроме целых отрица-

тельных значений ,..2,1,0 z , в которых она  имеет простые полюса и разла-

гается по формуле 

   )(1)(!)1()(
1

kzOkzkz k 
 , 

  ,...2,1,0  ,  kkz                                        (1.7)  

Приведем некоторые равенства, которые имеют место для гамма-

функции: 

1) 1)1(  ,...,3,2,1  ,)!1()(  nnn                            

2) Обобщенные формулы понижения и повышения 

 ).(
)1(

)1(

)(

)(
)(  ),()()( z

znz

z
nzzznz

n

n

n
n 









                 

3) Формула дополнения 

  



 )2/1(   ,

sin
)1()(

z
zz  

4) Формула удвоения (формула Лежандра) и более общая формула Гаусса–

Лежандра 













2

1
)(

2
)2(

12

zzz
z


, 

1/2 1

( 1)/2
0

( ) ,   m 2, 3, ...
(2 )

mz m

m
k

m k
mz z

m

 




 
     

 
    

3. Биномиальные коэффициенты [103]. Биномиальные коэффициенты 

для нецелых значений параметра   задаются равенством 



24 
 

 
)1()1(

)()1(

!

)()1( 11















 

n

n

nn

n
n

n




.                     (1.8) 

Если положить, что   целое число, т. е. , 1, 2, ...,m m    то равенство 

(1.8) примет вид: 

 
)!(!

!

nmn

m

n

m











 при nm   и 0









n

m
 при nm 0 . 

А если   и   – произвольные комплексные числа и 1, 2, ...,     то 

для биномиальных коэффициентов имеет место равенство 

)1(

)()1()sin(

)1()1(

)1(






























. (1.9) 

Для биномиальных коэффициентов выполняются равенства [103] 








 











j

j

j

j

      

1
)1(


, 








 











 









 kjkj

k

j    0


. 

4. Гипергеометрическая функция Гаусса [103]. Функция, определяе-

мая при 1z  как сумму гипергеометрического ряда 

 2 1

0

( ) ( )
( , ; ; )

( ) !

k

k k

k k

a b z
F a b c z

c k





 ,                                 (1.10) 

где cba ,,  и переменная z  – в общем, являются комплексными числами, и 

2,1,0 c , называется гипергеометрической функцией Гаусса. Ряд (1.10) яв-

ляется сходящимся при 1z  и 0)Re( ,1  bacz . При остальных значе-

ниях гипергеометрическую функцию Гаусса можно доопределить как анали-

тическое продолжение этого ряда.  

Рассмотрим некоторые основные свойства гипергеометрической функ-

ции  (1.10). 

1)  );;,();;,( 1212 zcabFzcbaF  ; 
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2) 
 )1();;,(12 zzbbaF ; 

3) 1);;,0()0;;,( 1212  zcaFcbaF ;                                                            (1.11) 

4)  0)Re( ,
)()(

)()(
)1;;,(12 




 bac

bcac

bacc
cbaF .        

5. Функция Миттаг–Леффлера [103]. Очень часто решения дифферен-

циальных уравнений дробного порядка представляются через функцию Мит-

тага–Леффлера, которая определяется в виде ряда: 

                   0    , 
)1(

)(
0




 








k

k

k

z
zE .                 

Функция Миттага-Леффлера в более общем виде задается равенством:  

                         0,0    , 
)(

)(
0

, 


 








k

k

k

z
zE ,                               (1.12) 

На основе равенства  (1.12) можно сделать вывод, что )()( 1, zEzE   .  

Рассмотрим некоторые интегральные соотношения для функции Митта-

га-Леффлера [103]: 

1

,

0

1
( )  , 1

1

te t E t z dt z
z

 

 



   
 . 

 ,1

0

1
, Re 1 

(1 )

pte E t dt p
p p













 

   ,            (1.13) 

    

,11

0

1
( ) ,Re 1

(1 )

pte t E t dt p
p p

 

  






 

 
 

   . 

Приведем доказательство одного равенства. Данным равенством будем 

часто пользоваться  в работе при преобразовании функции Миттаг–Леффлера. 

Имеет место следующая лемма: 

Лемма 1.1. Пусть  0  и 0t . Тогда имеет место равенство 

  , 1 ,1

1
( ) ( )

(1 )
t E t E t

t

  

  



  
 

.                         (1.14) 
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Доказательство. Используя определение функции Миттаг–Леффлера, 

левую часть равенства (1.14) представим в виде: 

 0  ,
)1(

)(
0

1, 


 







 








n

n

n

t
ttEt .       (1.14.1) 

В правой части равенства (1.14.1) сделаем замену n  на 1/ n . Тогда по-

лучим следующее равенство: 

                          

















1
/

1
/ /

/

/

/

)1()1( n

n

n

n

n

t

n

t
t




  

).(
)1()1()1(

1,
0

//

/







tE

t

n

tt

n

n

















  

Имеет место представление функции Миттага–Леффлера через гипер-

геометрическую функцию Гаусса в виде [103]:  

               );2,1(
)1(

1
)( 112,1


 


zFzE 


 . 

Действительно, 

































 













2

211

2

,2
2

;
2

1
,

2
;1

2

1

2

2

1
)(

z
FzE






 . 

Из определения (1.12) следуют основные свойства функции Миттаг–

Леффлера [103]: 

2 2

, 2 , 2 ,( ) ( ) ( )E z E z z E z   

         , 

2 2

, 2 , 2 ,( ) ( ) ( )E iz E z iz E z   

           . 

При определенных значениях параметров   ,  функцию Миттаг–

Леффлера можно выразить через известные функции:  

                ),cos()( 2
1,2 zzE   

               ,/)sin()( 2
2,2 zzzE   
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  

 .)()exp(1
1

)(

,1)exp()(

2/12/12/1
2/1,2/1

2/1
1,2/1

zerfzzzE

zerfzzE







 

Для функции Миттага-Леффлера (1.12) выполняется равенство:  








1

0
,, )()1()(

mN

n

n

nmN

nn zEzzE 




 , 

где 𝑁 = 2, 3, …, 𝑁 = 2, 3, …  𝑁 = 2, 3, … 

Если взять 2N   и   2m , то  это равенство примет вид: 

           




 
3

0
,4, )()1()(

n

n
n

nn zEzzE 



 . 

6. Бета-функция [103]. Функция, представимая в виде: 

                  
  
1

0

11  0Re ,0Re  , )1(),(   zdxxxzB z
,                 (1.15) 

называется Бета-функцией. 

Бета-функция представляется через гамму-функцию Эйлера в виде: 

)(

)()(
),(











z

z
zB .  

Если  Re1Re0  ,  yx  то для бета-функции выполняются 

следующие соотношения: 

   



 
x

Byxdtytxt )1,()()()( 111  ,     

1 1 1

0

( ) ( , ),

a

x a x dx a B         
 

    

.);2;1(),1()(
0

11
1

  
a

ax aFeaBdxexa  
       

 1

0

( ) ln (( ,1) ln (1) ( 1) ,

a

a x xdx a B x           
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где );;(11 xbaF  – гипергеометрическая функция Куммера,   

)(x  – пси-функция. 

7.  Функция Райта [97;208]. Функция вида: 

                   


 


0 )(!
);,(

k

k

kk

z
z


                                     (1.16) 

называется функцией Райта [208;209]. 

          Для функции Райта имеют место следующие утверждения [196;208]: 

1.  Если  0 , то имеет место неравенство: 

                                      0  ,0);,(1  yzz   . 

2. Справедлива формула дифференцирования функции Райта: 

                    );,();,( zz
dz

d
  . 

3. Для любого R  имеет место равенство: 

          0  ),;,();,( 11

0     zzzzD z .   

4. Для функции Райта имеет место равенство [97]: 

                        4

2

);2/1,2/1(

z

ez


 . 

          

§ 2. Дробные интегралы и производные  

Римана–Лиувилля 

В этом параграфе рассмотрим основные определения и свойства инте-

гралов и производных дробного порядка.  

2.1. Дробные интегралы и производные на отрезке 

 Для п-кратного интегрирования выполняется известное равенство [103]: 

    





x

a

x

a

x

a

x

a

n dttftx
n

dxxfdxdx )()(
)!1(

1
)(... 1

.              (1.17)  

Если воспользоваться равенством )()!1( nn  , то, как видно из правой 

части равенства (1.17), правая часть имеет смысл и при нецелых значениях n . 
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Таким образом, можно определить интегрирование дробного порядка на осно-

вании (1.17).  

Рассмотрим функцию ),()( 1 baLxf  , суммируемую на конечном от-

резке ],[ ba .  Тогда интегралы вида: 

   ,     ,
)(

)(

)(

1
)(

1
axdt

tx

tf
xfI

x

a
a 


   




                  (1.18) 

   ,     ,
)(

)(

)(

1
)(

1
bxdt

xt

tf
xfI

b

x
b 


   




                 (1.19) 

где 0 , называют интегралами дробного порядка    Римана-Лиувилля 

[103]. В этом случае, интеграл, определяемый равенством (1.18),  называют 

левосторонним, а интеграл, определяемый равенством  (1.19), называют пра-

восторонним. Операторы 
aI , 

bI   в левых частях равенств (1.18) и (1.19) 

называют операторами дробного интегрирования. Интегралы в правых частях 

равенств (1.18) и (1.19) имеют место для всех функций )(xf , суммируемых на 

отрезке ],[ ba    ),()( 1 baLxf  ,  и они существуют почти всюду. 

Если выполняются условия qp LxLx  )(  ,)(  ,  1
11

qp
, 

1,1  qp , но 1,1  qp  в случае  1
11

qp
, то имеет место формула 

дробного интегрирования по частям [103]: 

                                      dxxIxdxxIx
b

a
b

b

a
a )()()()(     

.                           (1.20) 

Для интегралов дробного порядка Римана-Лиувилля выполняется  полу-

групповое свойство [103]. Пусть функция ]),,([)( baCt   тогда во всех точ-

ках отрезка  ],[ ba  выполняются тождества [103]: 

  
  aaa III ,   

  bbb III , 0,0   .        (1.21) 
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Тождества (1.21) имеют место почти всюду на отрезке ],[ ba , если 

функция ),()( 1 baLt  , а если 1  , то для суммируемой функции 

),()( 1 baLt   они справедливы во всех точках данного отрезка. 

Понятие производной дробного порядка рассматривают как операцию, 

обратную дробному интегрированию [103]. 

Рассмотрим функцию )(xf , заданную на конечном отрезке ],[ ba . То-

гда выражения, определяемые равенствами 

    ,
)(

)(

)1(

1
)( dt

tx

tf

dx

d
xfD

x

a
a 


 




                       (1.22) 

   
1 ( )

( )
(1 ) ( )

b

b

x

d f t
D f x dt

dx t x




  

                       (1.23) 

называют дробными производными Римана-Лиувилля порядка 10  . При 

этом дробная производная, задаваемая равенством (1.22) называется левосто-

ронней, а равенством (1.23) правосторонней дробной производной [103].  

Имеет место следующее утверждение [85]: 

Если функция ]),([)( baACxf  , то она имеет почти всюду производ-

ные дробного порядка fDa

  и fDb


  при 10   и эти производные fDa


  

и fDb

  принадлежат ),( baLr , где 



1
1  r , и для них выполняются равенства 

   ,
)(

)(

)(

)(

)1(

1
)(

/


















 dt

tx

tf

ax
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xfD

x

a
a 



             (1.24) 

   .
)(

)(

)(

)(

)1(

1
)(

/





















dt

xt

tf

xb

bf
xfD

b

x
b 



                (1.25) 

Теперь рассмотрим случай, когда параметр дробной производной 1 . 

Пусть   - целая часть,  а    – дробная часть параметра  . Тогда при выпол-
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нении условий   10    и        дробные производные высших по-

рядков определяются равенствами [103]: 

                      ,
)(

)(

)(

1
)(

1
dt

tx

tf

dx

d

n
xfD

x

a
n

n

a  












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




                       (1.26) 

                       ,
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)(

)1(
)(

1
dt
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tf

dx

d

n
xfD

b

x
n

nn

b  





















                       (1.27) 

где   1 n . 

Пусть дана функция ]),([)( baCxf n . Тогда производная от этой 

функции, определяемая равенством   

                                 dt
tx

tf

n
xf

x

a
n

n

t 



1

)(

0
)(

)(

)(

1
)(





,                                 (1.28) 

где ,...2,1  ,1  nnn   называется производной дробного порядка Капуто 

[85].

  
Имеет место следующая теорема о предельном отношении дробной про-

изводной Римана-Лиувилля. 

Теорема 1.1. Пусть функция ]),([)( baCxf n   обладает достаточной 

гладкостью на отрезке ],[ ba .  Тогда имеет место равенство:  

 
 
 









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1
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 
. 

Доказательство. Согласно (1.22), дробная производная Римана-

Лиувилля задается в виде:  

 
 





x

ds
sx

sf

dx

d
xfD

0
0
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1
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




. 

Разлагая функцию )(xf  в ряд Тейлора и подставляя в правую часть это-

го равенства, получим 

         
 
 


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Перейдя к пределу в этом равенстве при 1  и учитывая, что 

1)1()2(   , 0
)1(

1


 
, окончательно получим 
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Приведем некоторые примеры расчета производных дробного порядка. 
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2.2. Дробные интегралы и производные на оси и полуоси 

 Дробные интегралы и производные Римана–Лиувилля. Рассмотрим 

случаи  полуоси и оси и дадим определения интегралов и производных дроб-

ного порядка.  

Для суммируемой функции ),()( 1 baLxf   интеграл дробного порядка 

Римана-Лиувилля на полуоси задается в виде [103]: 

  ,0     ,
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1
)(

0
10 
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                (1.29) 

а на всей оси в виде [103]: 
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 
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             (1.31) 

Дробные производные Римана–Лиувилля для функции ),()( 1 baLxf 

на всей оси определяются в виде: 
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где  x , 10   [103]. 

Если ),0(  , то  дробные производные больших порядков задаются 

в виде [103]: 
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где ,...2,1  ,1  nnn  . 
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Приведем без доказательства достаточное условие существования про-

изводной дробного порядка Римана–Лиувилля (1.26) [85]. 

Пусть функция )(tf  непрерывна на [0, ]T  вместе со своими производ-

ными до порядка 1m  включительно, причем 
( ) ( ) [0, ]mf t L T . Тогда для лю-

бого (0; ]m  производная )(0 tfD t


 существует. Кроме того, если 

( 1; ]n n  , то почти всюду на отрезке  ],0[ T  имеет место представление 

ds
st

sf

n
t

k

f
tfD

t

n

nn

k

k
k

t 














0
1

)(1

0

)(

0
)(

)(

)(

1

)1(

)0(
)(






.     (1.36) 

Дробная производная Грюнвальда–Летникова. Пусть дана функция

)(xg , определенная  на ),(  .  

Тогда конечная разность, определенная равенством  

   ,0   ),()(
0

 




 jhxgqxg
j

jh                     (1.37) 

где 









j
q j

j


)1( , 









j


 биномиальные коэффициенты (1.9), будем называть 

конечной разностью дробного порядка [103].  

Введем обозначение 





0

)(
j

jqr  . При выполнении неравенства 

)(r , ряд в правой части (1.37) равномерно сходится, и эта сходимость 

абсолютная при всех 0 , если функция ограниченная. Для )(r  имеют ме-

сто соотношения: 

 2)( r  при целом  , 

  12)(  r  при нецелом  . 

Конечные разности дробного порядка удовлетворяют следующим свой-

ствам [103]: 

Свойство 1.      )()( xgxg hhh
  . 
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Свойство 2. Пусть )( 2XXg , тогда имеет место равенство 

0lim
)(0 2


 



XX
h

h
g . 

Свойство 3. 
)()( 22

)(


 
XX

h
XX

h grg   . 

Дробная производная Грюнвальда–Летникова определяется в виде [103]: 

 
0,

)(
lim)(

0

)( 


 


 






h

xg
xg

h
. 

Пусть теперь задана функция )(xg , которая определена на конечном от-

резке [ , ]a b . Тогда конечные разности дробного порядка (1.37) задаются в ви-

де [103]: 

                       ,   ),()(
0

axjhxgqxg
h

ax

j
jh  








 




                               (1.38)      

                       ,   ),()(
0

bxjhxgqxg
h

xb

j
jh  








 




                               (1.39)            

Производные дробного порядка Грюнвальда–Летникова задаются пре-

дельными равенствами [103]: 

   ),(
1

lim)(
00

)( jhxgq
h

xg
h

ax

j
j

h
a  








 


 


                   (1.40) 

                               )(
1

lim)(
00

)(
jhxgq

h
xg

h

xb

j
j

h
b  








 


 


.                        (1.41) 

Дробная производная Рисса и ее свойства. Часто при описании дина-

мических процессов в средах с фрактальной структурой для учета простран-

ственных корреляций пользуются дробной производной Рисса. В отличии от 

дробной производной Римана-Лиувилля, для дробной производной Рисса вы-
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полняется полугрупповое свойство [76]. Рассмотрим некоторые определения и 

свойства дробной производной Рисса.  

Пусть функция )(xf  на всей оси. Дробный интеграл Рисса задается ра-

венством [115]: 














 1

)(

)2/cos()(2

1
)(

sx

dssf
xfR .              (1.42) 

Тогда  дробная производная Рисса, как операция обратная дробному ин-

тегрированию, задается в виде: 




 






 sx

dssf

d

d
xfDR )(

)2/)1(cos()1(2

1
)( ,          (1.43) 

при 10   и  

               

   

 
ds

sx

sf

dx

d
xfDR



















12

2

2
2

cos22

1
)(










,               (1.44) 

  при 21   .   

          Для дробной производной  Рисса доказана теорема о полугрупповом 

свойстве. 

Теорема 1.2. Пусть функция )()( Cxf , где ),(   и пусть  )(xf  

на всей числовой прямой обладает достаточной гладкостью. Тогда имеет ме-

сто равенство 

  )()(( xfDxfDD RR   ,                               (1.45)  

где 1
2

1
  ,2   .  

Доказательство. Для доказательства (1.45) рассмотрим равенство 

    )()(( 1 xfDxfDD RRR   ,                    (1.46) 

где 10   . Найдем значение  , при котором равенство (1.46) выполняется. 

Имеем 
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  


















sx

dssf

dx

d

B

A

zs

dzzf

ds

d

sx

ds

dx

d )()(

2

22

.          (1.47)  

Здесь 
















 )2(

2
cos)2(2,)1(

2
cos)1(2 





 BA . 

Рассмотрим соотношение 

  
















  sx

dssf

dx

d

B

A

zs

dzzf

d

d

sx

ds )()( 2

,         (1.48)  

из которого следует (1.47). Умножим выражение (1.48) на множитель 


 x  

и проинтегрируем по x  

  
































 sx

dssf

dx

d

x

dx

B

A

zs

dzzf

ds

d

sx

ds

x

dx )()( 2

.  

Введем следующие обозначения: 

 















 sx

dssf

x

dx
I

)(
1 ,  













zs

dzzf

ds

d

sx

ds
I

)(
2 . 

Найдем значения интегралов 21, II . 

       









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
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 
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Представим интегралы в следующем виде: 
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   

       
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 (1.49)  
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    (1.50) 

Подставляя (1.49), (1.50) в 
1I , получим  
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 (1.51) 

Заменяя порядок интегрирования в первом слагаемом равенства (1.51), 

получим  
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В полученном интеграле, производя замену zst )(   , получим 
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.
)(

)(
)1,1(                       

12










s

dssf
B  

Аналогично можно вычислить и остальные слагаемые. Тогда оконча-

тельно получим 








 11

)(
),(

~





s

dssf
BI ,                         (1.52) 

где )12,1()12,1()1,1(),(
~

  BBBB .  

Для 2I  имеем: 
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Интеграл от первого слагаемого, равный подынтегральной функции, об-

ращается в ноль. Во втором интеграле воспользуемся следующим соотноше-

нием:    
1

)(1











sx
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sxds

d
. 

Таким образом, получим 
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. 

Этот интеграл вычислим аналогично интегралу 1I . Тогда получим  

               





 
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
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sx

dssfsxsign
B

zs

dzzf

ds

d

sx
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,               (1.53) 

где )1,()2,1()2,(),(
~~

  BBBB , )(xsign  – знаковая 

функция. Подставляя соотношения (1.52), (1.53) в (1.50), окончательно полу-

чим следующее выражение:  
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.
)()(

),(
~~

)()(
),12(

~~
)12(),(

~

2

13








































x

dxxfxsign
B

B

A

x

dxxfxsign
BB

   

  (1.54)  

Требуя равенство интегралов в (1.54), получим  13 . Отсюда 

имеем 12   . Учитывая это, равенство (1.54) примет вид: 

  ).12,(
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),12(
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)12(),(
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  B
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BB                        (1.55)                                                        

Покажем, что соотношение (1.55) выполняется тождественно. Действи-

тельно, нетрудно показать, что имеет место равенство  

                     ).12,(
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Действительно, имеем: 
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














)1(

)1()1(

)(

)()1(

)(

)()1(












 

  .
)21(

)1()1(
)1()()1()(

)()(

)(


















  

Из полученного выражения следует 

    

 

,
)32(

)22()1(
                                        

)22()12()1()(
)12()(

)13(
)12,(

~~




















B

 

 



 )1()()22()12(

)12()(

)13(
),12(

~~
)12( 




 B
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.
)32(

)1()22(
 








  

Из этих равенств следует, что  

                        )12,(
~~

),12(
~~

)12(   BB .                               

Тогда (1.55) принимает вид 
B

A
B

2

),(
~

 . Далее, для ),(
~

B  имеем                  































)1()(

)22()12(

2

1

)22(

)1()1(
2

)(

)12()1(
2

)22(

)1()1(
)12,1(2)1,1(),(

~
















 BBB

.
 































)1()(

)22()12(

2

1

)22(

)1()1(
2

)(

)12()1(
2

)22(

)1()1(
)12,1(2)1,1(),(

~
















 BBB

 

Используя соотношение )sin(/)1()( zzz  , получим  

2

(1 ) (1 ) 1 sin( )
( , ) 2

(2 2 ) 2 sin( (2 1))

(1 ) (1 ) 1 sin( ) (1 ) (1 ) 1 1
2 2

(2 2 ) 2 sin(2 ) (2 2 ) 2 2cos( )

2 (1 )sin( (1(1 ) (1 ) sin ( / 2)
 2

(2 2 ) ( 1)cos( )

B
  

 
  

    

   

   

 

    
   

   

          
       

      

    
 

  

 
2

) / 2)
.

2 (2 2 )cos( (2 2 ) / 2)



  



  

 

Учитывая определения А и В, получим 
B

A
B

2

),(
~

 . Таким образом, при 

12    соотношение (1.55) превращается в тождество 
B

A

B

A 22

 . Подстав-

ляя значение 12    в (1.46), получим искомое равенство (1.45). 

Лемма 1.2. Пусть функция )()( 2
1 RLxf   и 1Re0   , тогда имеет ме-

сто равенство 
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  









 )()()( kFkxf
dx

d
edxxf

dx

d

dx

d
e ikxikx 













,              (1.56) 

где  2 . 

Доказательство. Докажем, что имеет место равенство (1.56). Введем 

функцию )()( xf
dx

d
x





   и вычислим интеграл: 

           












 


 dx
sx

dss

dx

d

A
edxx

dx

d
e ikxikx )(1

)(







 

         
























  














 dx
sx

dss

A
ike

sx

dss

A
e

dx

d ikxikx )(1)(1 
                     (1.57)      

 .
)(1)(1

 
























 dx

sx

dss
e

A
ik

sx

dss

A
e ikxikx 

         

Первое слагаемое в равенстве (1.57) равно нулю. Вычислим интеграл во 

втором слагаемом  

          

   

.)()()()(

)()()(

  

    



 





















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

 














s
ikx

s

ikx

x

ikx
x

ikxikx

dxxsedssdxsxedss

ds
xs

x
dxedsdx

sx

s
edx

sx

dss
e









 

           В первом интеграле сделаем замену sxz  , а во втором интеграле 

вида xsz  . Тогда получим  

0 0

0

( )

( ) ( )

( )2 cos( ) .

ikx

iks ikz iks ikz

s ds
e dx

x s

s e ds e z dz s e ds e z dz

k z kz dz



 





 



 



 

   

    

 








  



 

   


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Учитывая, что 



















0

1

)2/cos(

)2/sin()(

)cos(

)sin(








b
dx

bx

bx
x , получим 






























  1

1
)1(

2
cos)1(2)(

)(

k
k

sx

dss
dxe ikx

 

или же 

 )(
1

)1(
2

cos)1(2
)(

11
k

k

A

ksx

dss
dxe ikx 





 









 







  


. 

Следовательно, получим 

 





 )()()(
1

)(
1

kksignkik
k

A

A
ikdxx

dx

d
e ikx 







, 

где  




 )()()()( kFksignkidxxf
dx

d
ek ikx 





 . 

Таким образом, окончательно получим: 

  )()()()( 222 kFkkFksignkixf
dx

d

dx

d
e ikx 









 





. 

Что и требовалось доказать. 

Аналогично можно доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.3. Пусть )(xf  достаточно гладкая функция и 21   , тогда 

имеет место равенство 

      

 





 )()(
1

)(
2

2 kFkkF
k

B

B
kdxxf

dx

d
e ikx 





.              (1.58)  

Правые части равенств (1.56) и (1.58) равны. Следовательно, левые ча-

сти тоже равны, т. е.  

 









 dxxf
dx

d
edxxf

dx

d

dx

d
e ikxikx )()(













.  
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Следовательно, )()( xf
dx

d
xf

dx

d

dx

d



























.  

 

§ 3. Преобразования Лапласа дробных производных 

          Очень часто при нахождении аналитических решений дифференциаль-

ных уравнений дробного порядка пользуются интегральными преобразовани-

ями. В этом параграфе рассмотрим преобразования Лапласа для дробных про-

изводных Римана-Лиувилля и Капуто, которые будут нужны для нахождения 

аналитических решений дифференциальных уравнений с производными дроб-

ного порядка. 

           Определение 1.1. Пусть функция )(tf  удовлетворяет условиям: 

1. 0)( tf  при 0t ;        

2. функция )(tf   удовлетворяет условию Гельдера всюду на полуоси   

0t  за исключением, быть может, отдельных точек, где оригинал 

может иметь разрыв первого рода  (таких точек может быть конечное 

множество), т.е. 0t , 0A , 10,0    и 00   для кото-

рых имеет место неравенство 


 Atftf  )()(  при всех   удовле-

творяющих условию 0  ; 

3. 0M   и 00 s  для которых имеет место неравенство ts
Metf 0)(  .                                                         

           Тогда для комплекснозначной функции )(tf  изображением Лапласа  

называется функция )( pF  комплексной переменной isp  , определяемая  

равенством: 




0

)()( dtetfpF pt
. 

        Если функция )(tf  является непрерывной при  0t  и  )(/ tf  является 

оригиналом, то 

                                     )0()())(( / fppFtfL  .                                           (1.65) 
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       Свертке оригиналов соответствует произведение изображений: 

                                          )()()()( pGpFtgtf  .                                    (1.66) 

       Согласно определению Адамара, дробная производная задается в виде: 

                                    








0

0
0

)(

)(
)1(

)(
)(

n

n
n

tt
n

tf
tf

dt

d 






,                      (1.67) 

где  10  .  

           Дробная производная Римана-Лиувилля (1.32) совпадает с дробной про-

изводной Адамара при 00 t . 

           Пусть функция  )(tf  непрерывная в области  0t . Тогда,  если вос-

пользуемся  равенствами (1.65) и (1.66), то для изображения дробной произ-

водной Римана-Лиувилля (1.32) имеет место равенство [72]:   

                                    
)1(

)()(
))(( 0













tLppF
tfDL .                                         (1.68) 

           Изображение  )( tL  можно найти, воспользовавшись определением: 

                               




 


0
1

)1(
)(



 

p
dtettL pt

.                                      (1.69) 

На основе равенств (1.68) и (1.69) окончательно можно записать: 

                                             )())(( 0 pFptfDL   .                                        (1.70)      

        Аналогичным образом для дробной производной Капуто получаем: 

                          .
)0(

)(
)0()(

))((
110 







 



p

f
pFp

p

fppF
tfL                      (1.71) 
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Глава II. Численные методы решения задачи Коши  

для системы обыкновенных дифференциальных уравнений  

дробного порядка 

Как известно, в настоящее время для нахождения решений дробных 

дифференциальных уравнений применяют как аналитические, так и числен-

ные методы. При поиске аналитических решений дробных дифференциальных 

уравнений часто возникают большие трудности, а полученные решения имеют 

громоздкий вид. Численные алгоритмы упрощают исследование различных 

моделей, описываемых дробными дифференциальными уравнениями  [2; 47–

50; 92; 118; 157; 181; 185; 186].   

Обзор численных методов решения задачи Коши для обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений с производной дробного порядка 

В работе [145] получена аппроксимация дробной производной Капуто

)1  ,20(   , который имеет порядок  2 , используя метод трапеций 

для вычисления интеграла в определении дробной производной. В работе [52] 

автор приводит разностные аппроксимации для дробной производной Римана-

Лиувилля и Капуто )10(  , которые имеют первый порядок точности. В 

работе [142] автором получена трехточечная аппроксимация дробной произ-

водной Капуто порядка 3 . В работе [142] автор предлагает методы ап-

проксимации дробной производной, основанные на замене подынтегральной 

функции различными полиномами, с последующим численным вычислением 

интеграла с помощью квадратурных формул. При этом порядок, полученных 

аппроксимаций, меняются от 1 до 3  в зависимости от используемой квад-

ратурной формулы. В монографии [133] приводится обширный обзор различ-

ных видов аппроксимации дробных производных Капуто и Римана-Лиувиля.    

В работе [145] представлены некоторые алгоритмы численного решения 

задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения с дробной 

производной Капуто. Различные численные алгоритмы решения задачи Коши 
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для обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка пред-

ставлены и в работе [159;160].         

         Построению различных алгоритмов численного решения задачи Коши 

для обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка посвя-

щены и ряд авторских работ тоже. В работах [24;29] для конечной разности 

дробного порядка получена оценка n
m Ctu   |)(| , где constC  , nn  1 , 

построены численные алгоритмы решения задачи Коши для обыкновенного 

дифференциального уравнения дробного порядка, доказаны теоремы о сходи-

мости и получены условия для определения  шага сетки в зависимости от па-

раметра дробной производной.  В работе [33] представлена разностная ап-

проксимация для дробной производной Римана-Лиувилля второго порядка 

точности. На основе этой разностной аппроксимации построены численные 

алгоритмы второго порядка точности решения задачи Коши для обыкновенно-

го дифференциального уравнения с дробной производной Римана-Лиувилли и 

доказана теорема о сходимости. В [30] изложены численные методы и алго-

ритмы решения задачи Коши для ОДУ с производными дробного порядка. 

§ 1. Аппроксимация производных дробного порядка 

1.1. Аппроксимация дробной производной Капуто 

Пусть ]),0([)( TCtx n . Рассмотрим на отрезке ],0[ T   производную 

дробного порядка в смысле Капуто от функции )(tx  (1.28), где nn  1 ,  

,...2,1n                                  

Для построения численного решения, на отрезке ],0[ T  введем равномер-

ную сетку с шагом    

                    }.,,...,1,0,{ TMMmmtm    

Для дробной производной Капуто, в точке mtt   имеет место равенство 
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.                     (2.1) 
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Интеграл в правой части равенства (2.1), представляя как сумму инте-

гралов по частичным отрезкам ],[ 1 ii tt  , получим:               

 

 
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.                            (2.2) 

        В правой части равенства (2.2), заменяя )()( sx n
 разностным выражением  

,
)(

)()(

n
i

n
n tx

sx



  

получим: 

,
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1
))(( 1
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
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








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
 
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ttot m
 

где nn  1 ,  ,...2,1n                                  

Равенство вида:  








 


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m

i
i

nn
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n
imm txtt

n
tx

0
1 )()(

)(

1
)( 


           (2.3) 

называется конечной разностью дробного порядка   в точке mtt  . 

          Для конечной разности дробного порядка справедлива следующая лем-

ма. 

Лемма 2.1. Пусть )()( 1)( RСtx n  и m
n

mk
Mtx 


)(max )(

0
 ограничена, 

тогда 

                
n

i Ctx   |)(| , где constC  . 

Доказательство.  Согласно определению (2.3) имеем: 

              


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
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n
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0
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1
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Так как 
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где .
)2( 






n
mmtM

C   

В случае n = 1 получим 
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т. е. 
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   (2.4) 

Функцию )()( 1  ii txtx  разлагая в ряд Тейлора по степеням  , 

подставляя в правую часть равенства (2.4) и учитывая равенство 
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).())(()()(
)2(2

0
11

1
0

// 


  Оtxttx
Г mtttimim

m

i
i 


 









  

Таким образом, 
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
 . 

1.2. Аппроксимация дробной производной Римана–Лиувилля 

Для функции )(tu , заданной на отрезке [0, ]T , дробная производная Ри-

мана–Лиувилля задается выражением (1.34): 
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dt

d

n
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t  












0
10

)(

)(

)(

1
)(






, 

где nn  1 . 

Рассмотрим случай 2n , то есть 
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d
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t
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0
12

2

0
)(

)(

)2(

1
)(





.                           (2.5) 

Для дробной производной Римана–Лиувилля (2.5) во многих работах 

[50;185;186] пользуются аппроксимацией вида: 

  )(
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 OuqtuD kn
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k
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где  

             
!
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.  

Для функции )(tu , заданной на отрезке [0, ]T , рассмотрим случай дроб-

ной производной Римана–Лиувилля, когда 10  , то есть  
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Обозначая интеграл в правой части равенства через )(
_

tu , дробную про-

изводную Римана–Лиувилля можно представить в виде: 

)()(
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0 tu
dt

d
tuD t  , 
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
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1
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
. 

Введем на отрезке [0, ]T  равномерную сетку с шагом  :  

{ , 0,1, 2, ..., , }n

T
t n n N N 


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Тогда   
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где )(
)2(
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 
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Подставим (2.8) и (2.9) в (2.7). Тогда получим 

   
 



n

k

n

k
knkkknkknt tuqkptukqptuD

0 0
12/10 )())1(()()()(

 

   







n

k
knkk

n

k
knkk tukqptuqkp

1
111

1
11 )()()())1((  

 ),()( )( 2
n

0k
1k

2  OtuO kn  


  

где 000 pq  , 

      01101 22 qqpp  , 

  kkkkkkk qkqkqkppp )1()12()2()2( 1212   , 2k . 

Если учесть, что  

                          

)( 2
1  On   и  )( 2 On  , 

то получим разностную аппроксимацию производной дробного порядка Рима-

на–Лиувилля порядка точности )( 2O  при 10  . 
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Покажем, что .1
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k
k  

Сумму коэффициентов k  можно представить в виде 

.)1()1( 11
0

nnnn

n

k
k qnqnpp  


             (2.13) 

Подставляя (2.10) и (2.11) в равенство (2.13), получим 
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Таким образом, 

.1
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
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
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k
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§ 2. Численный метод решения задачи Коши для системы ОДУ с дробной 

производной Капуто 

В области [0, ]D T  рассмотрим задачу Коши для системы обыкновен-

ных дифференциальных уравнений с дробной производной Капуто (1.28) 

       (0)

( ) ( , ), 0,

(0) ,

otu t f t u t

u u

  


                                 (2.16) 

где  1 1
( , ) ( , , ..., ) ,

m

i m i
f t u f t u u


  m

ii tutu
1

)()(


 , 10 ,0  t . 

Пусть функции mifi ,...,2,1,   непрерывны по всем аргументам в замкну-

той области D . Тогда существует константа М = const > 0, что во всей обла-

сти D имеют место неравенства | if |<M, i = 1, 2, …, m. 

И пусть в области D для функций if  выполняется условие Липшица по 

аргументам 1 2, , ..., mu u u , то есть имеют место неравенства:  
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1 2 1 2 1 1 2 2| ( , , , ..., ) ( , , ..., ) {| | | | ... | |}.i m i m m mf t u u u f t u u u L u u u u u u                   для всех 

точек 1 2( , , , ..., )mt u u u    и 1 2( , , ..., )mt u u u    в области D. 

При выполнении этих условий система (2.16) имеет единственное реше-

ние [85] 

1 1 2 2( ), ( ), ..., ( ).m mu u t u u t u u t    

Это решение определено при всех  и принимает 

при t = 0 заданные начальные значения. 

Для построения численного решения задачи (2.16) в области D введем 

по переменной t равномерную сетку с шагом :0  

{ , 0,1, 2, ..., , }nt n n N N T      . 

Обозначим через u(t) точное решение задачи (2.16), а через )( nn tyy   – 

приближенное решение. 

Воспользовавшись аппроксимацией (2.4), уравнение (2.16) заменим сле-

дующим разностным уравнением: 
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Тогда численное решение задачи (2.16) можно найти по явным рекур-

рентным формулам 

0 0

1 0

1
1 1 1

1 1 1

0

,

(2 ) ( , ),

( )( ) (2 ) ( , ),

1, 2, ..., 1

n n

n

n n k k n k n k n n

k
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y y Г f t y

y y y y t t Г f t y

n N



   

 

  


  

    





  

     

 



  

(2.18) 

Если принять 1 , то расчѐтные формулы (2.18) переходят в известные 

расчѐтные формулы Эйлера. 

)/,min(|| 0 Mbatt 
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Приведем несколько определений из [102] о сходимости и порядке точ-

ности разностного метода. 

Определение 2.1. Будем говорить, что метод (2.18) сходится в точке nt , 

если 0|)(|  nn tuy  при .0  

Определение 2.2. Разностный метод будет иметь p-тый порядок точно-

сти, если существует такое число 0p , для которого имеет место равенство 

)(|)(| p
nn Otuy   при .0   

Говорят, что метод сходится на интервале (0, Т], если он сходится в каж-

дой точке этого интервала.  

Введем следующее обозначение, то есть обозначим через 

)( nnn tuyz  . Подставляя nnn uzy   в (2.17), получим 
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ttuu
Г

uztfttzz
Г

 (2.19) 

Выражение в правой части уравнения (2.19) представим в виде суммы 

)2()1(
nn   , где   

   )()()(
)2(

1
,

11
1

0
1

)1(
nnknkn

n

k
kkn utfttuu

Г
 


 











 ,             (2.20) 

        ).()( ,,
)2(

nnnnnn utfzutf   

Функция 
)1(

n
  называется погрешностью аппроксимации разностного 

уравнения (2.17) на решении исходного уравнения (2.16). 

Покажем, что погрешность аппроксимации 0)1( n  при 0 . Функ-

цию )( 1ktu  разложим в ряд Тейлора 

)(
2

)()()(
2

1 kkkk utututu 


  .  

Подставляя в (2.17), получим: 
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k
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                                   )()(),(0  OOytfu nn
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t
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


.                                                  

Следовательно, разностный метод (2.17) аппроксимирует дифференци-

альную задачу Коши (2.16) с первым порядком аппроксимации. 

Докажем сходимость разностного метода (2.17). Имеем 

|||||| )2(
nnnn zLuyL  . 

Тогда  

   1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 0 1 1 1

(2) (1)

2 ... 2

 (2 ) (2 ) .

n n n n n

n n

z t t t z t t t z      

     

      

          
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то есть 

1 1 1
(2) (1)2 1

1 1
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2
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n
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  
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 
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 
         (2.21) 

0,1, ..., .n N  

Преобразуем выражение под суммой в правой части равенства (2.21).  
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Пусть nm   то значение k , при котором достигается k
k

zmax
1

, тогда 
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Следовательно, 

),()2(||))2((|| 2)1(
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где 
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Тогда 

  )(max)2(|||| 2)1(

0

  



 Ozqz j
nj

mm  

или же 

 )(max)2(||)1( 2)1(
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  
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 Ozq j
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m ,  

где   .)2(1 2 Lq     

Полагая 1q , т. е. 
L)2(

2







 , получим 
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)2( 2)1( 



 




 O

q
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где k
k

zz max
1




. 

          Таким образом,  доказана теорема: 

Теорема 2.1. Пусть правая часть уравнения (2.16) удовлетворяет усло-

вию Липшица с константой L  по второму аргументу, и пусть 
)1(

j  – невязка, 
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определенная равенством (2.20). Тогда для погрешности метода при an   и 

L)2(

2







  справедлива оценка    )(

1

)2( 2)1( 



 




 O

q
uy , 

где   .)2(1 2 Lq     

 

§ 3. Численные методы решения задачи Коши для 

 системы ОДУ с дробной производной Римана–Лиувилля 

Рассмотрим в области ],0[ TD   задачу Коши для системы обыкновен-

ных дифференциальных уравнений с дробной производной Римана–Лиувилля 

                   
,)0(

0),,()(

)0(1
0

0

uuD

tutftuD

t

t









                          (2.22) 

где .10   

Для построения численного решения задачи (2.22) введем в области 

],0[ TD   по переменной t равномерную сетку с шагом :0  

},,..,2,1,0,{ TNNnntn   . 

Обозначим через )( ntu  точное решение задачи (2.16), а через )( nn tyy   

– приближенное решение. 

Воспользовавшись аппроксимацией производной дробного порядка Ри-

мана–Лиувилля (2.6), дифференциальную задачу (2.22) заменим разностной 

задачей вида 

         0),(
1 1

0
1 




 nn

n

k
knk ytfyq


,                    (2.23) 

,...2,1,0  ,)0( 0
1
0 
 nuuI 

 

Решение этой задачи можно найти с помощью явных рекуррентных 

формул: 

          ),,( 0001 ytfyy                                      
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          0
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
 .                      

Обозначим погрешность метода через )( nnn tuyz  . Подставим 

nnn uzy   в (2.23). Тогда получим 
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 то есть 
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Выражение в правой части равенства (2.25) представим в виде суммы 

21
nn   , где  
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k
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 ).,(),()2(
nnnnnn utfzutf                            (2.27) 

Покажем, что невязка метода 0)1( n  при 0 . Для )1(

n  имеет место 

предельное равенство 
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Предположим, nm   то значение k , при котором погрешность дости-

гает k
k

zmax
1

, тогда 
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Имеем 
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или же  
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Следовательно, окончательно получим оценку 

)1(

1




q
z


 ,  

где .LSq    

           Таким образом, мы получили следующий результат:  

Теорема 2.2. Пусть правая часть уравнения (2.22) удовлетворяет усло-

вию Липшица с константой L  по второму аргументу, и пусть 
)1(

j  – невязка, 

определенная равенством (2.26). Тогда для погрешности метода при an   и 

1q   справедлива оценка 

          
)1(

1




q
uy


 .                                 (2.28) 

Рассмотрим еще один численный метод второго порядка точности ре-

шения задачи Коши для системы дифференциальных уравнений с дробными 

производными Римана–Лиувилля (2.22). 
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Для численного решения задачи (2.22) введем по переменной t равно-

мерную сетку с шагом :0  

{ , 0,1, 2, ...}nt n n    . 

Обозначим через u(t) точное решение задачи (11), а через )( nn tyy   – 

приближенное решение. 

Уравнение (2.22) заменим, пользуясь аппроксимацией (2.12) и (2.12а), 

разностным уравнением 
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0 0 , 0,1, 2, ...y u n   

Решение задачи  можно найти в явном виде по рекуррентным формулам: 
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Докажем сходимость разностного метода (2.29). Обозначим через 

)( nnn tuyz  . Подставляя nnn uzy   в (10), получим 
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Правую часть уравнения (2.31) представим в виде суммы 
)2()1(

nn   , 

где   
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Функция 
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  называется погрешностью аппроксимации разностного 

уравнения (2.29) на решении исходного уравнения (2.22). 
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Таким образом, разностная схема (2.29) аппроксимирует задачу Коши (2.22) со 

вторым порядком.  

Введем следующие обозначения: 

.),(
2

)2(,)(

   ),,()(  ),,()(

2/12

11


























 nnnn

nnnn

ytfytfyk

utfukytfyk





 

Тогда 

  
   ,)2(2/1

)()(2/)2()()( 1122
2

nn

nnn

zAczAA

ukykuyAukyk













 

где nnn zAuyAukyk  )()( 11 ,   )2(2/1    Ac .  
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Следовательно, 
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)1()1(||)1(|| nmm zAz    . 

Тогда 

  
)1(

0
max)1(||)1(|| j

nj
mm zAz  



 , 

или же 

 
)1(

0
max)1(||)1( j

nj
mzq 



 , где .)1(   Aq  

Полагая 1q , получим  
)1(

1

)1(




q
z




 ,  где k

k

zz max
1




. 

           Таким образом,  мы получили следующий результат: 

Теорема 2.3. Пусть правая часть уравнения (2.22) удовлетворяет усло-

вию Липшица с константой A  по второму аргументу, и пусть 
)1(

j  – невязка 

определена равенством (2.32). Тогда для погрешности метода при an   и 

1q  справедлива оценка 
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Глава III. Численные методы решения краевых  

задач для уравнения теплопроводности с дробной производной 

При решении дифференциальных уравнений с частными производными 

дробного порядка обычно появляются несобственные интегралы. Поэтому за-

частую исследовать полученные решения и для наглядности построить их 

графики становится невозможно или же возникает необходимость численного 

вычисления несобственных интегралов, входящих в решение задач. Поэтому 

наряду с аналитическими методами разрабатываются и численные методы 

решения дифференциальных уравнений дробного порядка. 

Одним из часто используемых методов нахождения приближенного ре-

шения начально-краевых задач для дифференциальных уравнений с частными 

производными является метод конечных разностей (или метод сеток). Резуль-

таты численного исследования математических моделей различных физиче-

ских процессов при помощи метода конечных разностей дают хорошую схо-

димость с экспериментальными данными. Кроме того, они просты для разра-

ботки эффективных алгоритмов и создания программ.  

Эта глава посвящена разработке численных алгоритмов решения крае-

вых задач для уравнения теплопроводности с дробной производной. 

Обзор численных методов решения начально-краевых задач для диффе-

ренциальных уравнений с частными производными дробного порядка 

            В работе  [2] проведено численное исследование  краевой задачи для 

волнового уравнения с дробной производной Капуто, построена разностная, 

получены априорные оценки, доказана устойчивость и сходимость разностной 

схемы. В работе [48] рассмотрен метод Фурье, построены явные и частично 

неявные разностные схемы первого порядка аппроксимации. Также приведе-

ны простейшие методы идентификации параметров дробной диффузии. В ра-

боте [49] численно исследованы прямые задачи неклассического переноса ра-

дионуклидов в геологических формациях. В работе [50]  для построения вы-

числительных алгоритмов, обладающих свойством консервативности, уравне-
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ние дробной диффузии представили в потоковом виде. При этом, как отмече-

но автором, дробные потоки представляют собой соответствующие дробные 

производные степени )1(    и вычисляются согласно определению дробной 

производной Грюнвальда-Летникова. В работе [59] автор рассматривает 

начально-краевые задачи для общего уравнения дробно-временной диффузии, 

обобщающего одно- и многочленные уравнения дробно-временной диффузии, 

а также уравнения дробно-временной диффузии распределенного порядка.  В 

работе получены оценки для общих дробных по времени производных Рима-

на-Лиувилля и Капуто в точке максимума и были  использованы эти оценки, 

чтобы доказать слабый принцип  максимума для общего уравнения теплопро-

водности с производной дробного порядка по времени, а также, испульзуя 

принцип максимума доказал единственность как сильного, так и слабого ре-

шения задачи  Дирихле. В работе [38] исследована третья краевая задача для 

нагруженного уравнения теплопроводности с дробной производной Капуто. В 

работе,  используя метод энергетических неравенств, получены априорные 

оценки, доказана теорема о сходимости. В работах [64;93] исследуются вопро-

сы численного решения дробно-дифференциальных уравнений, описывающих 

процессы аномальной диффузии. Представлены вычислительные алгоритмы 

решения начально-краевых задач для уравнений, содержащих дробные произ-

водные по времени и пространству, и проведен анализ устойчивости и порядка 

аппроксимации. В работе [172] доказаны теоремы о существовании и един-

ственности решения дробно-временного уравнения диффузии с граничными 

условиями Робина на ограниченной области с границей Ляпунова в простран-

стве непрерывных функций вплоть до границы.  

         Очень часто при разработке разностных схем численного решения 

начально-краевых задач для уравнений в частных производных дробного по-

рядка используют аппроксимации дробных производных, основанные на 

определении дробной производной Грюнвальда- Летникова. В работе [186] 

при численном решении начально-краевой задачи для уравнения теплопро-
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водности с дробной производной Римана-Лиувилля по пространственной пе-

ременной использовали аппроксимацию с опережением на шаблоне на основе 

определения дробной производной Грюнвальда-Летникова. В работе [185]  

рассмотрены некоторые практические численные методы решения класса 

дробных уравнений в частных производных с начальными граничными значе-

ниями с переменными коэффициентами в конечной области. В работе, исполь-

зуя аппроксимацию дробной производной с опережением на шаблоне, постро-

ены явные и неявные разностные схемы численного решения начально-

краевой задачи для уравнения теплопроводности с двусторонней дробной 

производной по пространственной переменной, доказаны теоремы об устой-

чивости.    

        Численным методам решения начально-краевых для уравнений в частных 

производных дробного порядка посвящены и ряд работ автора. В работах 

[16;134] построены явные и неявные разностные схемы  численного решения 

начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности с дробной произ-

водной Капуто по времени и Римана-Лиувилля по пространственной перемен-

ной,  доказаны теоремы об устойчивости. В случае, когда коэффициент тепло-

проводности константа, получено аналитическое решение задачи, доказана 

теорема о существовании и единственности решения. В работе [18] построен 

численный метод решения начально-краевой задачи для уравнения теплопро-

водности с двусторонней производной дробного порядка. В работе [19] иссле-

дована начально-краевая задача для двумерного уравнения теплопроводности. 

Построена разностная схема, аппроксимирующая начально-краевую задачу 

для двумерного уравнения теплопроводности с дробными производными, до-

казана теорема о сходимости и разработан алгоритм численного решения за-

дачи. Работа [25] посвящена численному исследованию начально-краевой за-

дачи для уравнения теплопроводности с дробной производной Рисса по про-

странственной переменной. Построена разностная схема, доказана теорема об 

устойчивости и предложен алгоритм численного решения начально-краевой 
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задачи. В работах [26;135] построены разностные схемы численного решения 

задачи Дирихле для уравнения Пуассона, получены оценки для погрешности 

методов, доказаны теоремы об устойчивости методов по правой части и гра-

ничным условиям. В работе [27] проведен анализ разностной схемы аналога 

волнового уравнения с оператором дробного дифференцирования, разработан 

алгоритм численного решения задачи и поведен вычислительный эксперимент 

по анализу решения при различных значениях параметра дробной производной. 

В работе [31] построена разностная схема, аппроксимирующая начально-

краевую задачу Стефана с дробной производной Капуто по времени и  подвиж-

ной границей, разработан алгоритм численного решения задачи и проведены вы-

числительные эксперименты по анализу решения в зависимости от параметра 

дробной производной. Работы [34;138] посвящены исследованию нелокальных 

процессов неизотермической фильтрации. Для численного решения задачи по-

строена разностная схема с весами, доказана теорема о сходимости, разработан 

алгоритм численного решения задачи и проведен вычислительный эксперимент 

по анализу решения в зависимости от параметра дробной производной. В работе 

[23;35;35] построены явные и неявные разностные схемы, аппроксимирующие 

начально-краевую задачу для нелинейного уравнения теплопроводности с дроб-

ной производной Капуто по времени, доказаны теоремы об устойчивости. В ра-

боте [136] построена конечно-разностная схема для решения уравнения тепло-

вой диффузии-волны с производной дробного порядка и без начальных усло-

вий.  

 

§ 1. Разностная схема с весами, аппроксимирующая 

краевую задачу для уравнения теплопроводности  

с дробной производной Капуто 

В области {( , ) : 0 , 0 }D x t x R t T      численно исследуем начально-

краевую задачу для уравнения теплопроводности с производной дробного по-

рядка Капуто вида [15;69;83]:                        
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где   ,10   10 ),(0 ctxkc  . Здесь ),( txu  – температура, ),( txf  – 

удельная плотность тепловыделения за счет внутренних источников. 

Численный метод решения краевой задачи. Построим численный ме-

тод решения задачи  (3.1), (3.2). Введем в области 

{( , ) : 0 , 0 }D x t x R t T      равномерную сетку с шагом h  по простран-

ственной переменной и   по времени: 
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Для аппроксимации частной дробной производной Капуто воспользуем-

ся равенством (2.4): 
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Для частной производной второго порядка по пространственной пере-
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Заменяя производные в уравнении (3.1) разностными выражениями (3.3) 

и (3.4), построим разностную схему с весами: 
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Разностное уравнение (3.5)  представим в операторной форме:                
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Устойчивость разностной схемы по начальным данным. Уравнение 

(3.7) будет разрешимо относительно 
1nu , если оператор AE  )2(   

обратим. При выполнении условия 0)2(1  k 
, 1,...,2,1  Nk , где 

0k  – собственные числа, оператор A  имеет обратный.  

Для каждого значения n решение ( , )n

m m nu u x t  представимо в виде: 
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Правую часть 
n

m  уравнения (3.5) также можно представить в виде ряда: 
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В равенствах (3.8) и (3.9) )( ns tc  и )(ˆ ns t  являются коэффициентами 

Фурье функций  ),( nm txu , ),( nm tx  соответственно. Если разложения (3.8), 

(3.9) подставим в уравнение (3.7) и воспользуемся равенством 

,
( ( )) ( )s s s mxx m

x x    , то получим  

 
1 1

1 11
1

1 0

( ) ( )
( ) ( 1) ( ) ( )

(2 )

ˆ(1 ) ( ) ( ) 0.

M n
s k s k

s m s s n
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s s n s n

c t c t
x n k n k c t

c t t

 


 

 

  

 
 



 

 
     

 

   


 
 

Так как функции )(xs  линейно независимые, то получим:  

     

   
,0)(ˆ)2())()1))((()((

)()2()1()22()()2(1

1
2

1

1
1

1
1

 














ns

n

k
ksks

nssnss

tknkntctc

tctc









    

  (3.10) 

1,...,2,1 ,1,...,1,0  MSNn .  

Таким образом, при каждом s  получили разностное уравнение (3.10) 

относительно )()(
ns

n tcc  . Для нахождения единственного решения разност-

ного уравнения (3.10)  зададим начальное условие в виде:                 

                                           ),()0( 0
ss uс  . 

Если разрешить уравнение  (3.10) относительно )( 1ns tc , то получим  

  .)()1()()(
)2(1

1

)(ˆ
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)2(
)(

)2(1

)2()1()22(
)(
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













 















knkntctс

ttctc

n

k
ksks

s

ns

s

ns

s

s
ns

(3.11) 

Тогда на основании равенств (3.7), (3.11), решение 
1n

mu  задачи можно 

представить в виде:  
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где ,
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s
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
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
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  
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



  
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1
1 )()1()()()( knkntctctc

n

k
ksksns . 

Обозначая 

   )()(
1

1

1
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M

s
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n

m xtcpu 




  ,   )()(ˆ~
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s
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



  , 

 )()(
)2(1
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1

1
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M
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n

m xtcu 






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

,  

получим, что  

1
111 ~ 
 

n

m
n
m

n
m

n
m uuuu . 

В силу ортонормированности базиса  s  получаем 

    









1

1

22
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s
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n
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Следовательно, 

  s
MS

n
s

M

s
ns

n puptсu maxmax)(
11

2

1
1

1

21







 







 . 

Потребуем выполнения условия  

 

1(2 2 ) (1 ) (2 )
1, 1, 2, ..., 1

1 (2 )

s
s

s

p s M
 



   

   

    
   

  
. (3.12)  

Из условия (3.12) получим оценку:  

  .
)2(2

23

2

1 1

s













                      (3.13) 

Преобразуя неравенство (3.13) для всех 1,...,2,1  Ms , получим: 
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
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 
 s

s  

Следовательно, при выполнении неравенства (3.13), имеет место оценка: 

 
nn uu 1

.                                 (3.14) 

Если в разностном уравнении 0n
m , то 

11   n
m

n
m uu . Тогда на основе 

неравенства (3.14) получим 
011 uuuu nnn    . Таким образом, вы-

полнение оценки (3.14) означает устойчивость разностной схемы по началь-

ным данным в норме 
2

1
1

1

2













M

m
mhuu . 

Устойчивость по правой части и сходимость. Теперь докажем устой-

чивость разностной схемы по правой части. Рассмотрим функцию 

    )()(ˆ~
1

1

1
ms

M

s
nss

n
m xtqu 






.                        (3.15) 

Для оценки функции (3.15) перепишем в виде: 
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,                           (3.16) 

где 10   , 1,...,2,1  Ms . Преобразуя неравенство (3.16), получим 
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Тогда на основе равенства  (3.15) имеем: 
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Следовательно, 

  
nnu 




1~

.                                     (3.17) 

Теперь получим оценку для функции 
1n

mu . Имеем: 
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то есть 
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где 
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 Здесь constTgconsttcs   1/  ,)(max . 

Таким образом, получаем оценку:  

  


g
u

n


1
.                                   (3.18)  

Если воспользуемся свойствами нормы  

                   
1111 ~  

nnnn uuuu   
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и полученными оценками (3.14), (3.17) и (3.18), то получим следующее нера-

венство  

  







 g
uu nnn 1

.                        (3.19) 

Неравенство (3.19) имеет место для всех значений 1,...,1,0  Nn . Произ-

водя суммирование неравенства (3.19) по n , получим: 

  







 g
uu

n

j

jn 




0

01
.                          (3.20) 

Согласно введенной сетке Tn  . Тогда неравенство (3.20) можно пере-

писать в виде:
       






gT
uu j

nj

n 




0

01 max .                                     (3.21) 

Следовательно, доказана теорема: 

Теорема 3.1. Пусть разностная схема (3.5), (3.6) аппроксимирует 

начально-краевую задачу (3.1) и (3.2) и пусть имеет место неравенство








gT
uu j

nj

n 




0

01 max ,  constTgconsttcs   1/    ,)(max , 10  ,  

тогда разностная схема (3.5), (3.6) будет устойчива по начальным данным и по 

правой части. 

 

§ 2. Численный метод решения краевой задачи  

для уравнения теплопроводности с дробной производной Рисса 

Рассмотрим в области }0,:),{( TtLxLtxD   краевую задачу для 

уравнения теплопроводности с производными дробного порядка Рисса. 

Задача. Найти решение 
2( , ) ( )u x t C D  уравнения:  

  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),R

tu x t C x t D u x t f x t 
 
                        (3.22) 

где 0),( ,21  txC , удовлетворяющее начальному условию )()0,( xxu   и 

граничным условиям )(),( 1 ttLu    и 2( , ) ( )u L t t . Здесь ),( txuDR   – част- 

ная дробная производная Рисса (1.43). 
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Используя выражение 

  ),(),(

2

)2(
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1
),(

00
txuDtxuDtxuD RLRLR 

 



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

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 
 ,              (3.23) 

уравнение (3.22) примет вид 

   ),,(),(),(
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)2(
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),(),(
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txftxuDtxuD
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txu RLRL 





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 








         
(3.24) 

Краевую задачу для уравнения (3.22) будем решать численным методом. 

Для этого в области }0,:),{(
__

TtLxLtxD   введем сетку:  

2
( , ) : , , 0,1, ..., , , 0,1, ..., ,h i n i n

L T
x t x L ih t n i K h n N

K N
  

 
         
 

 

с шагом h  по x  и   по t . 

Согласно теореме Летникова [85], если )(2 DCf   то производная 

Грюнвальда–Летникова совпадает с производной Римана–Лиувилля. 

Используя определение Грюнвальда–Летникова дробной производной 

по пространству (1.40), (1.41), дробные производные по координате в правой 

части заменим разностными выражениями 

   )()(
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k
kiki  
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,            (3.25) 
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


.        (3.26) 

Для производной 
t

u




 в точке nt  имеет место разностная аппроксимация  

  

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n

uu

t

u 











 1

~ .                           (3.27) 

С учетом соотношений (3.25), (3.26) и (3.27) получим следующую раз-

ностную схему с весами 
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В случае 1  получаем неявную разностную схему с опережением на 

шаблоне 
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 ,1,...,1,0,1,...,2,1  NnKi  

 ),(0
ii xu   ,,...,2,1,0 Ki     

)(10 n
n tu  , )(2 n

n
K tu  , Nn ...,2,1 . 

 

Теорема 3.2. Разностная схема (3.28) безусловно устойчива. 

Доказательство. После элементарных преобразований (3.28) примет 

вид 
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n

i

iK

k

n
i

n
kiki

n
ki

i

k
ki

n
i fuuququ   

1, 2, ..., 1, 0,1, ..., 1,i K n N     

),(0
ii xu   0,1, 2, ..., ,i K  

 )(10 n
n tu  , )(2 n

n
K tu  , 1, 2, ..., .n N    

 

где .

2
cos)(2

1







h

Cn
i

i














  

Система уравнений в матричной форме примет вид 
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  ,11   nnn fUAU    где     . 0,,...,,0 , ,...,, 1110
Tn

K
nnTn

K
nnn fffuuuU     

Матрица коэффициентов имеет вид 

 































 .1  если     ,

 ,1  если     ,

,1 если   ),(

,1 если   ),(

,  если   ,21

1

1

02

02

1

ijq

ijq

ijqq

ijqq

ijq

a

iji

jii

i

i

i

ij











  

Здесь  ,0 ,1 000  jaa  если 1, 2, ..., ,  1KNj K a   и 0Kja , если 

1 1

0, 1

0,1, ..., 1,  ,  
K

k

k k

j K q q q
 

       . 

Согласно теореме [102] собственные значения матрицы   находятся в  

соединении K  кругов с центрами в iia  и c радиусами 

 .2
1 1

,0

1

,0
  








iK

ikk
iki

i

ikk
kii qqr 


                               (3.29) 

  .12121 1   iiii qa                                        (3.30) 

Из неравенств (3.29) и (3.30) следует, что собственные значения матри-

цы A  больше 1. Тогда собственные значения матрицы 
1A  положительны и 

меньше 1. Следовательно, разностная схема (3.28) безусловно устойчива схо-

дится. 

А в случае 0  получаем явную разностную схему 

 

1 1 1

1 1

0 0

,

2 ( )cos
2

n n n i K i
n n ni i i

k i k k i k i

k k

u u C
q u q u f

h


   

   

 

  
        

 

 
 (3.31) 

1, 2, ..., 1, 0,1, ..., 1,i K n N     

),(0
ii xu   0,1, 2,..., ,i K  

)(10 n
n tu  , )(2 n

n
K tu  , 1,2, ..., .n N
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После элементарных преобразований разностная схема (3.31) примет 

вид 

 
1 1

1

1 0 1 1 1 1

0 0

(1 2 ) ( ) ,
i K i

n n n n n n n

i i i i i i k i k k i k i

k k

u q u q u u q u q u f  
  



     

 

 
        

 
      (3.32) 

1, 2, ..., 1, 0,1, ..., 1,i K n N     

),(0
ii xu   0,1, 2, ..., ,i K  

 )(10 n
n tu  , )(2 n

n
K tu  , 1, 2, ..., .n N

 

Теорема 3.3. Разностная схема (3.32) устойчива, если .
2

1

maxCh 



  

Доказательство. Уравнение в конечных разностях (3.32) можно приве-

сти к системе уравнений 
1 ,n n nU AU f     

где 0 1 1 1, , ...,  , 0, , ..., ,0  , ( ), , 0,1, ..., .n n n n T n n n T

K K ijU u u u f f f A a i j K
           


































 .1  если            ,

 ,1 если            ,

,1  если      ),(

,1 если     ),(

, если        ,21

,2  если                     ,0

1

1

02

02

1

ijq

ijq

ijqq

ijqq

ijq

ij

a

iji

jii

i

i

i

ij











 

Здесь  ,0 ,1 000  jaa  если 1 ,,...,2,1  KNaKj  и 0Kja , если 

10,1, ..., 1,  ,  j K q     а для  21   и 1i  мы имеем .0iq  Согласно 

известной теореме [90] собственные значения матрицы A  находятся в соеди-

нении K кругов с центрами в iia  и радиусами  





K

ikk
iki ar

,0

. 

Имеем 

  ,2121 1 iiii qa                              (3.33) 
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                   .2
1

,0

1

,0,0
i

iK

ikk
k

i

ikk
ki

K

ikk
iki qqar  








 









                (3.34) 

Из неравенств (3.33) и (3.34) следует, что в случае, когда ,141  i  

т. е. 
max

1
,

2h C




  все собственные значения матрицы A  по модулю меньше 1. 

Следовательно, разностная схема устойчива, если 

max2

1

Ch 



 .  

 

§ 3. Численный метод решения задачи Дирихле  

для уравнения Пуассона с производными дробного  

порядка Римана–Лиувилля 

Рассмотрим краевую задачу для уравнения Пуассона с производными 

дробного порядка в области }0,0:),{( byaxtxD  . 

Задача. Найти решение ( , )u x y  уравнения 

  ),,(),(),(
00

yxfyxuDyxuD
yx




                               (3.35) 

удовлетворяющее граничному условию 

 ),,( yxu D                                       (3.36) 

где 21   .  

Введем в области D  равномерную сетку lh,
 
с шагом h  по переменной 

x  и с шагом l  по переменной y   

, ( , ) : , 0,1, ..., , , 0,1, ..., , ,h l n m n m

a b
x y x n h n N y m l m M N M

h l

 
          

   

Используя определение Грюнвальда–Летникова дробной производной 

по пространству (1.40), дробные производные по координате в точке ),( mn yx
 

сетки заменим разностными выражениями: 

                  





1

0

2
10

)(),(
1 n

k
mknknx

hOyxuq
h

uD



,                      (3.37)   
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                   





1

0

2
10

)(),(
1 m

p
pmnp

iy
hOyxuq

l
uD




,                     (3.38)  

где  

  
!

)1)...(2)(1(
)1(1

k

k

k
q kk

k













, 

1,...,3,2 ,0 ,0  ,1 10  nkqqq k . 

Воспользовавшись равенствами (3.37), (3.38), запишем разностную схе-

му для краевой задачи (3.35), (3.36) 

              , ),(    ),,(                                                             

),(
1

),(
1 1

0

1

0
11







  









mnmn

n

k

m

p
pmnpmknk

yxyxf

yxuq
l

yxuq
h

 

(3.39)  

                 
, ),(   , ),(),(   mnmnmn yxyxyxu
                                  (3.40) 

где ,
 
– множество внутренних и граничных узлов сетки   соответственно. 

Для дальнейшего исследования удобно записать уравнение (3.39) в виде, раз-

решенном относительно ),(, mnmn yxuu  : 

1

, 1, 1,

2

1

, 1 , 1

2

1

1
( , ) .    

n

n m n m k n k m

k

m

n m p n m p n m

p

u u q u
h l h

u q u f x y
l

  



  

  





  



  
      

   

 
   

 




                 

(3.41) 

Обозначим через z
 
точку , ( , )n m n mz x y  – центральную точку шаблона, 

на котором аппроксимируется уравнение (3.35), а через )(xШ  – весь этот 

шаблон, т. е. совокупность точек 1, ,  0,1, ..., 1n k mz k n    , 

, 1 ,  0,1, ..., 1n m pz p m    . Обозначим через )(/ xШ  все точки шаблона за исклю-

чением точки ),(, mnmn yxz  . Тогда уравнение (3.41) можно записать в виде  

  

 )(/

, )()(),()()()()(

xШ

zFuzBzuzAzuzL



    
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где  

1, , 1

1 1
( ) 0,    ( , ) 0,   ( , ) 0,n m n mA z B z z B z z

h l h l   

 
         

,1,...,2,0),( ,1,...,2,0),( 1,,1   mp
l

q
zzBnk

h

q
zzB

p
pmn

k
mkn 

 

),,()( mn yxfzF   а краевую задачу (3.35), (3.36) в виде 

.  ),()(  , ),()()(   zzzuzzFzuzL                  (3.42) 

Представим решение )(zu  краевой задачи (3.42) в виде суммы 

)()()(
_~

zuzuzu  , где )(
~

zu  – решение однородного уравнения с неоднородным 

граничным условием 

,  ),()(  , ,0)()(
~~

  zzzuzzuzL                    (3.43)  

а )(
_

zu  – решение неоднородного уравнения с однородным граничным услови-

ем 

.  ,0)(  , ),()()(
__

  zzuzzFzuzL                       (3.44) 

Для задачи (3.42) выполняются все условия принципа максимума, сле-

довательно,  

                    

~

( )
( )

,
C

C

u 




                                (3.45) 

где )(max  , )(max
)(

)(

~

zzuu
z

C
z

C









 . После элементарных преобразо-

ваний получим 

    .   ),(                         

 
)(

1

1

2
1,1,

1

2
,1,1,























































mn

m

p
pmnpmn

n

k
mknkmnmn

yxflhuquh

uqul
lh

u





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Докажем устойчивость разностной задачи (3.42) по правой части и по 

начальным данным. Для этого построим мажорантную функцию для решения 

задачи (3.44) и применим теорему сравнения. В качестве мажорантной функ-

ции рассмотрим функцию 

  , )()( 22  yxbaKzY                                      (3.46) 

где K  – произвольная пока константа. Как видно, 𝑌(𝑧) ≥ 0 при всех z . 

Обозначим  через  

 )(/

, ),()()(

xШ

zBzAzD



  

и вычислим  

 

 )(/

, ))()()(,()()()(

xШ

YzYzBzYzDzYL



   

при всех z . По построению )(zLY  имеет вид 

YDYDzLY
yx




00

)( . 

Согласно определению дробной производной по Риману–Лиувиллю при 

21    нетрудно показать, что  

),1(
0





KYD

x
 )1(

0





KYD
y

. 

Отсюда следует, что )(zY  является решением краевой задачи, то есть 

),1(2)(  KzLY  z ,   zzzY   ),()(
__

, 

где 0)(
__

z  – значение функции (3.50) при z . 

Если возьмем 
)1(2

)(






C
F

K , то относительно задач (3.43) и (3.44) вы-

полнены все условия теоремы сравнения [102]. Из этой теоремы следует оцен-

ка:  

 ).()(max)( 22

)(

_

baKzYzu
x

С






                         (3.47)  

Если учитывать выбор константы K , оценка (3.47) примет вид 
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)(

22

)(

_

)1(2

)(
)(




 C
С

F
ba

zu



 . 

Воспользовавшись неравенством треугольников и оценкой (3.45), полу-

чим оценку:         
)()(

22

)( )1(2

)(



 CCС

F
ba

z 



 .                            (3.48) 

          Таким образом, доказана следующая теорема: 

          Теорема 3.4. Пусть разностная схема (3.39), (3.40) аппроксимирует диф-

ференциальную задачу (3.35), (3.36),  тогда для погрешности метода справед-

лива оценка: 
)()(

22

)( )1(2

)(



 CCС

F
ba

z 



 , где a и b  постоянные не 

зависящие от шагов сетки. Следовательно, разностная схема (3.39), (3.40) 

устойчива по правой части и по граничным условиям.            

 

§ 4. Численный метод решения краевой задачи  

для нелинейного уравнения теплопроводности с дробной производной 

Капуто 

Рассмотрим краевую задачу для нелинейного уравнения теплопроводно-

сти с дробной производной Капуто по времени. 

Задача. Найти в области }0,0:),{( TtLxtxD   решение урав-

нения  

 ),(),()(),(0 uftxu
x

uk
x

txut 















                      (3.49) 

удовлетворяющее начальному условию )()0,( xxu   и граничным условиям  

  )(),0( 1 ttu   и )(),( 2 ttLu  ,                     (3.50) 

где ),(0 txut
  – частная дробная производная Капуто, 10  , )(  ),( ufuk  – 

достаточно гладкие функции и 21 )(0 cukc  .   

Чтобы найти численное решение задачи (3.49), (3.50), в области 
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}0,0:),{(
__

TtLxtxD   

введем равномерную сетку  

( , ) : , , 0,1, ..., , , 0,1, ..., ,h m n m n

L T
x t x mh t n m M h n N

M N
  

 
       
 

  

 с шагом h  по   и   по t . 

Для частной дробной производной Капуто в случае, когда 10   вос-

пользуемся аппроксимацией (2.4) 

    ).(
),(),(

)2(

1
),( 1

0

11
10




 O
txutxu

tttxu ii
n

i
ininnt







 









 (3.51) 

Введем следующие обозначения. Через ),( nm txu  обозначим точное ре-

шение краевой задачи (3.49), (3.50),  а через ),( nm
n
m txyy   – приближенное 

решение задачи в точке ,,...,1,0),,( Nntx nm   Mm ,...,1,0 . 

Дифференциальное выражение  

 ( ) ( , )
u

Lu k u u x t
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                                    (3.52) 

при каждом фиксированном t  аппроксимируем в точке ),( nm tx  разностным 

отношением [102]: 
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Воспользовавшись (3.51) и (3.53), для уравнения (3.49) получим неяв-

ную, линейную относительно 
1, 1, 2, ..., 1, 0,1, ..., 1n

my m M n N     , разност-

ную схему: 
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                                   1, 2, ..., 1, 0,1, ..., 1,m M n N     

                                   ),(0
mm xy   0,1, 2, ..., ,m M  

)(10 n
n ty  , )(2 n

n
M ty  , 1,2, ..., .n N      

Разностную схему (3.54) можно свести к наиболее общему виду: 
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Теорема 3.5. Неявная разностная схема (3.54) безусловно устойчива. 

Доказательство. Уравнение (3.54) можно записать в виде: 

)()2(1 nnn yfyAy   . 

Тогда 
1 AS  – оператор перехода с одного временного слоя на другой. 

Условием устойчивости по начальным данным разностной схемы (3.54) явля-

ется 1S . Действительно 
nnn ySSyy 1

 или 
01 ... yyy nn 

. 

Следовательно, начальные возмущения затухают. Условие 1S  есть 

условие того, что спектр оператора
 
S  лежит внутри круга единичного радиуса 

на комплексной плоскости. Это означает, что 1max 
i

i
 , где i

  – собственные 

числа оператора перехода S . 

Для нахождения собственных значений оператора перехода решение n
my  

представим в виде возмущения 

  mhinn
m ey                                       (3.56)  
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где i  – мнимая единица,   – собственные числа оператора перехода. В ре-

зультате подстановки (3.56) в (3.54) получим: 
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Из этого равенства получим для оценки собственных значений операто-

ра перехода выражение 
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Из неравенства (3.57) следует, что 1 , т. е. 1 S , то есть раз-

ностная схема равномерно устойчива по начальным данным, следовательно 

устойчива и по правой части. 

Решение 1,...,1,0,1,...,2,1,1  NnMmyn
m  разностной задачи 
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можно найти методом прогонки.  
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Глава IV. Исследование динамических систем,  

описываемых дифференциальными уравнениями  

с производными дробного порядка 

 

При исследовании различных процессов в природе используют каче-

ственный или количественный подходы, которые взаимно дополняют друг 

друга.  При проведении качественного анализа выделяются важные свойства 

изучаемого объекта для перехода к простому объекту, отражающему основ-

ные свойства исходного объекта.  При этом имеет огромное значение то, что 

это дает толчок развитию количественного анализа на основе математического 

аппарата. При количественном анализе получаем различные уравнения, опи-

сывающие основные свойства объекта. В результате этого разрабатывается 

количественная модель для исследования данного объекта.  

Исключительная важность создания адекватной математической модели 

заключается в том, что она инициирует как развитие более глубокого каче-

ственного понимания природы изучаемого явления, так и выяснение путей со-

здания новых количественных моделей. Последнее, в свою очередь, требует 

развития математического аппарата, используемого при создании количе-

ственной модели. Современные достижения в естествознании обусловлены 

именно созданием математических моделей изучаемых процессов [14].  

Важные результаты при разработке количественных моделей  были по-

лучены при исследовании динамических систем. Как известно, для всех дина-

мических систем характерно наличие колебательного процесса. Общие свой-

ства, присущие колебательным процессам в динамических системах, которые 

имеют различную природу (физическую, химическую, биологическую и т. д.), 

стали разделом науки, получившее  название: «теория колебаний» [9; 13;39;40; 

42; 44;55;57;67; 70]. 

Первый этап развития колебательных процессов в динамических систе-

мах был связан с линейными колебаниями. После исследователи проявили ин-
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терес к новому классу колебательных процессов в динамических системах – 

нелинейные колебания [39; 42;58; 67; 68;70]. При описании нелинейных коле-

бательных процессов часто пользуются дифференциальными и разностными 

уравнениями.  Как известно, нахождение аналитических решений нелинейных 

дифференциальных уравнений является трудной задачей. В связи с этим, 

огромное значение имеет развитие вычислительных методов решения началь-

ных и краевых задач для нелинейных дифференциальных уравнений.  Следо-

вательно, развитие нелинейной динамики дало сильный толчок развитию вы-

числительных методов.  Начало развитию математических методов исследо-

вания нелинейных динамических систем было положено в  Пуанкаре и Ляпу-

нова [42;98]. С развитием нелинейных колебательных процессов в динамиче-

ских системах появились новые понятия, бифуркация, предельный цикл.  

На новом этапе развития нелинейных динамических систем, исследова-

телей заинтересовали вопросы, которые связаны появлением хаотических ко-

лебаний [60;107]. Важным результатом в этом направлении стал, полученный  

в 1963 г. Э. Лоренцом  «странный аттрактор» [70; 79;180]. На основе матема-

тических методов был обоснован «странный аттрактор»  в 1971 г. Д. Рюэлем и 

Ф. Такенсом. Работы этих авторов положил начало развития нового направле-

ния в науке, которое получило название  детерминированный хаос. Огромный 

интерес к исследованиям нелинейных колебательных процессов в динамиче-

ских системах, связанным с детерминированным хаосом и фрактальной гео-

метрией, обусловлен в становлении этих систем базовыми для исследования 

большого числа процессов, охватывающие физические, химические, геофизи-

ческие, биологические, социально-экономические системы [95].  

Задача прогноза различных наблюдаемых явлений природы является од-

ной из важнейших востребованных от фундаментальной науки. На сегодняш-

ний день, несмотря на многочисленные и интенсивные попытки многих науч-

ных школ и исследователей, она далека от своего решения. Основная труд-

ность решения задачи прогноза для реальных систем заключается в необходи-
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мости учета эффектов памяти, пространственных корреляций и самоорганиза-

ции. Следует ожидать, что в связи с появлением нового научного направления 

– физики открытых систем [56] теория колебаний получит новое развитие с 

учетом данных эффектов [14].  

Как известно, математические методы, основанные на теории диффе-

ренциальных уравнений, стали качественным математическим аппаратом для 

разработки математических моделей нелинейных динамических систем. Не-

смотря на это, проведенные исследования не полностью охватывают данную 

область науки и необходимо развивать  новые подходы для разработки мате-

матических моделей. Многим динамическим системам присуши эффекты па-

мяти. При описании колебательных процессов в таких системах математиче-

ские методы, основанные на теории дробных дифференциальных уравнений, 

становится эффективным математическим аппаратом [40;84;100;101]. Переход 

от традиционных дифференциальных уравнений к дробным дифференциаль-

ным уравнениям при описании нелинейных колебательных процессов в дина-

мических системах позволяют учитывать эффекты памяти  [76;200;201]. 

Если говорит о некоторых физических аспектах дробной производной 

по времени, то  один из критериев необратимости процессов, который заклю-

чается в изменении знака производной при преобразовании tt  , при рас-

смотрении дробных производных имеет вид: 

      
sincos itt  . 

Это означает, что переход к дробным производным по времени позволяет учи-

тывать как обратимые так и необратимые процессы, то есть при этом  часть 

процесса соответствует обратимым, другая часть необратимым процессам 

[28]. Таким образом,  сочетание обратимых и необратимых процессов, в мате-

матических моделях, описываемых  дробными производными, позволяют их 

использовать для исследования нелинейных процессов.   
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Исследования нелинейных динамических систем, основанные на мате-

матических методах в настоящее время хорошо известны. При этом исследо-

ватели используют аналитико-топологический подход, в основу которой вхо-

дит качественная теория нелинейных дифференциальных уравнений и асимп-

тотический, в основу которой входит анализ асимптотических решений нели-

нейных дифференциальных уравнений, которые содержат известный пара-

метр. Первый подход применяют в основном для исследования динамических 

систем с малым числом степеней свободы (второго порядка), а второй подход 

для исследования динамических систем, которые имеют порядок выше второ-

го.   

Эта глава посвящена исследованиям автономных динамических систем, 

которые описываются двумя дифференциальными уравнениями, содержащие 

дробные производные Капуто (1.28), то есть систем вида: 

                                           
),,()(

),,()(

0

0

yxQty

yxPtx

t

t









                                              (4.1) 

Как известно, для исследования динамических систем на основе матема-

тических методов, нужно построить математический портрет исследуемой си-

стемы. В качестве такого портрета можно рассмотреть траекторию движения 

представляющей точки в фазовом пространстве. Такое геометрическое описа-

ние траектории представляющей точки нам дает взаимно однозначное отоб-

ражение многообразия состояний системы на координатную плоскость, назы-

ваемое фазовым пространством.  Фазовое пространство, это пространство, ко-

торое разбито на траектории движения представляющей точки [84]. При этом 

на траекториях указывают направления движения представляющей точки по 

траекториям. 

Под динамической системой понимается некоторое множество элемен-

тов, для которых имеет место функциональная зависимость между временем и 

положением в фазовом пространстве.  
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Дадим еще одно определение динамической системы с точки зрения то-

пологии. Пусть X  – произвольное гладкое многообразие. 

Определение 4.1. Отображение XXRG : , задаваемое в параметри-

ческой форме )(xGt
, являющееся дифференцируемым отображением, причем 

0G  – тождественное отображение пространства X , называется динамической 

системой, заданной на гладком многообразии X . 

Динамическая система является математической моделью некоторого 

объекта, процесса или явления. Она описывает динамику смены состояний 

процессов при переходе из одного состояния в другое. 

Множество всех допустимых состояний динамической системы называ-

ется фазовым пространством системы. 

           Динамическую систему, описываемую дифференциальным осциллятор-

ным уравнением с производными дробного порядка Римана–Лиувилля в рабо-

те Мейланова Р.П., Янполова М.С. [73], назвали фрактальным осциллятором. 

В работе Нахушева А.М. была исследована начальная задача для неоднород-

ного осцилляторного уравнения с дробной производной Капуто [85]. Работы 

[106;192;195] посвящены исследованию дробно-дифференциальных моделей 

динамических систем. В работах  [22;28;82;92] исследованы нелинейные ди-

намические системы, описываемые  дифференциальными уравнениями дроб-

ного порядка методом линеаризации.  

Рассмотрим  дифференциальное  осцилляторное уравнения с дробными 

производными Капуто вида: 

 )()()(2)( 2
0

2
0 tftxtxtx tt    ,                     (4.2) 

где 10   ,   коэффициент обычного затухания.  

§ 1. Дробный осциллятор 

        Как указано в [96],  дробный осциллятор представляет себе некоторая фи-

зическая система, совершающая колебания, которые описываются дифферен-

циальным уравнением с производной дробного порядка. 
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Исследуем  задачу Коши для осцилляторного уравнения (4.2) при значе-

ниях параметров дробного дифференцирования ,0   2 , то есть урав-

нение вида: 

)()()(0 tftxtxt    , 

где 21  .   

          В работе [17] исследована начальная задача для дифференциального 

уравнения дробного осциллятора. 

Если вынуждающая сила в правой части уравнения положить равной 

нулю 0)( tf , то уравнение примет вид: 

 ,0)()(0  txtxt
                                           (4.3) 

где 21  ,   – частота, t – время. 

         Для полной постановки задачи, зададим еще начальные условия: 

bxax  )0(   ,)0( / . Решение задачи Коши для осцилляторного уравнения (4.3) 

имеет вид:  

               



  tbtEtaEtx  2,1,)(  ,                                 (4.4)         

          
 

где a, b – числовые параметры.  

Если в решение (4.4) положить 2  и учитывать, что 

  zzzEzzЕ )sin(),cos()( 2
2,2

2
1,2  , то решение (4.4) переходит в решение 

линейного гармоничного осциллятора. 

Исследуем поведение решения при различных значениях параметра 

дробного дифференцирования. На рисунке 4.1 приведены графики зависимо-

сти  )(tx  при различных значениях параметра дробного дифференцирования 

 . Как  мы видим из рис. 4.1, если 2 , то решение соответствует решению 

гармонического осциллятора,  а, если 21  , то характер решения меняется. 

В этом случаем решения соответствуют затухающим процессам.     

Проведем анализ решения (4.4) для случая нецелых значений параметра 

дробного дифференцирования, то есть при 21  . Если рассмотреть урав-
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нение обыкновенного осциллятора с коэффициентом затухания отличного от 

нуля, то имеет место затухающие решения. При этом они имеют различную 

природу затухания.   

Как известно, для обыкновенного осциллятора затухающие решения вы-

званы диссипативными процессами. Для моделирования затухающих процес-

сов с помощью уравнения обыкновенного осциллятора, явно вносятся в диф-

ференциальное уравнение слагаемые, содержащие нечетные производные.  В 

случае дробного осциллятора  затухающие решения связаны с эффектами па-

мяти.  Чтобы выяснить соответствие между затухающими решениями этих 

двух осцилляторов, найдем выражение параметра   из решения (4.4). 

Прежде чем найти выражение для параметра дробного дифференциро-

вания, исследуем  возможность использования равенства (4.4) как систему ба-

зисных функций для параметрического представления различных нелинейных 

колебаний. Обозначим через )(tF  функцию, которая зависит от времени, и 

рассмотрим равенство 

                   



 


 ttE

b
taEtF  2,1,)(  .                         (4.5)  

 

Рис. 4.1. Графики решения (4.4) при различных значениях параметра   
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          Равенство (4.5) можно рассматривать как уравнение относительно  па-

раметра дробной производной  . Найдя решение уравнения (4.5) для всех 

значений t  и  , можно найти функцию ( , , , )F F t a b   . Если такая функ-

ция существует, то эту функцию будем  использовать для определения реше-

ний из множества (4.5).  Используя эти функции  для нахождения )(tF , полу-

чим некоторое «параметрическое» представление: 

      F

FF

F

F
ttE

b
taEtF





 


  2,1,)( .                  (4.6) 

В этом случае, необходимым условием возможности данной функции 

для квалификации нелинейных процессов является вид данной функции. 

Функциональное  представление, задаваемое равенством (4.6), будем называть 

«мультфрактальным». 

Чтобы показать возможность данного представления, будем задавать 

формальным образом различные значения параметра  t   и исследовать, 

какие при этом значения удовлетворяют (4.6). Таким образом, для зависимо-

сти )(tF , задаваемой равенством (4.6), соответствует некоторый  класс непре-

рывных функций ( , , , )F F t a b   , удовлетворяющих  условию 21  .  

Пусть параметр дробного дифференцирования   удовлетворяет функ-

циональной зависимости 

                                 2/3cos1   ktt , 

где для числовых параметров   и   выполняются условия: 0,  , 

1  и  k – произвольное число. В этом равенстве числовые параметры   и 

  задают множество значений функции )(t , то есть функция )(t  удовлетво-

ряет условиям:  )2,1()(  Ct  и   2)(1 t .         

Если рассмотрим для )(t  функциональную зависимость    

         2/3))(cos(cos1   txkt ,               (4.7)  



96 
 

то в параметрической форме можно получить представление сложного нели-

нейного сигнала )(tF  на классе, полученных решений (4.4). При этом функ-

цию параметра дробной производной )(t  удовлетворяет равенству  (4.7).   

Выводы. Из проведенного выше исследования решений дробного ос-

циллятора следует, что решение задачи для осцилляторного уравнения (4.3) 

при значении параметра 2  переходит в решение задачи  линейного гармо-

нического осциллятора. При переходе к нецелым значениям параметра, полу-

чили  новые результаты, которые можно использовать при исследовании  не-

линейных процессов. Как известно, в традиционных моделях поведение фазо-

вой траектории определяется значениями параметров, которые непосред-

ственно входят в само уравнение. В отличие от этого, в математических моде-

лях, описываемых дробными дифференциальными уравнениями, в качестве 

такого параметра выступает параметр дробного дифференцирования. Полу-

ченный класс решений (4.4)  начальной задачи для осцилляторного уравнения 

(4.3), можно использовать в качестве базисной системы для параметрического 

представления некоторой функции )(tF . При таком подходе параметр дроб-

нобности рассматривается как параметр для определения возможности пред-

ставления другого сигнала в базисе (4.4).  

 

§ 2. Вынужденные колебания дробного осциллятора  

В связи с развитием математических методов, основанных на аппарате 

дробного интегрирования и дифференцирования,  стали широко применять 

эти методы к обобщению традиционных математических моделей динамиче-

ских систем. Исследование широкого класса колебательных процессов связано 

с математической моделью гармонического осциллятора. Когда речь о дисси-

пативных и эредитарных процессах, обусловленных эффектом памяти, как 

указано [108;115] , необходимо переходить к дробным осцилляторным урав-

нениям.  В работе [96] показано, что математическая модель вынужденных 
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колебаний осциллятора, описываемая дифференциальным уравнением с про-

изводной дробного порядка, вполне сопоставима с классической моделью вы-

нужденных колебаний осциллятора с вязким демпфированием и вычислены 

параметры частотной характеристики установившихся колебаний дробного 

осциллятора и определена связь между порядком дробной производной в 

дифференциальном уравнении колебаний и добротностью системы. 

Этот параграф посвящен исследованию вынужденных колебаний дроб-

ного осциллятора, описываемого дифференциальным уравнением с производ-

ной дробного порядка Капуто. 

Исследуем вынужденные колебания дробного осциллятора, когда си-

стема находится под воздействием некоторого переменного внешнего поля, то 

есть, когда действует некоторая вынуждающая сила.    

Рассмотрим малые колебания вблизи точки покоя. Следовательно, вы-

нуждающая сила слабая, так как при больших воздействиях внешнего поля  

вызовет большое смешение от точки равновесия [81].  

Исследуем  задачу Коши для неоднородного осцилляторного уравнения 

(4.2) при значениях параметров дробного дифференцирования ,0   2 , 

то есть уравнение вида: 

0 ( ) ( ) ( ),t x t x t F t                                     (4.8) 

где 21  , )(tF  – вынуждающая сила. Будем предполагать,  что функция 

)(tF  имеет суммируемую производную порядка n  с началом и концом в 

точках 0 и ],0[ Tt . 

Если в уравнение (4.8) положить 2 , то получим уравнение, которое 

описывает вынужденные колебания гармонического осциллятора 

  )(2

2

2

tFx
dt

xd
 ,                                   (4.9) 

где   – частота свободных колебаний. 
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Если в уравнении (4.9) в качестве вынуждающей силы возьмем некото-

рую периодическую функцию, которая определяется равенством

tftF  cos)( , то решение уравнения (4.9), удовлетворяющее начальным 

условиям bxax  )0(  ,)0( /
 записывается в виде [63]: 

  t
f

t
b

tatx 


 cossincos)(
22




 .               (4.10)  

Решение (4.10) нельзя использовать, если частота вынуждающей силы и 

собственная частота системы равны между собой,  то есть в случае резонанса. 

В этом случае решение (4.10) записывается в виде [63]: 

                        ]cos[cossincos)(
22

tt
f

t
b

tatx 





 


 .            (4.11) 

В случае, когда частота вынуждающей силы стремиться к собственной 

частоте )(   третье слагаемое в решении  (4.11) дает неопределенность 

вида }0/0{ . Применяя правилу Лопиталя для раскрытия неопределенности, 

получим:    

                 tt
f

t
b

tatx 





 sin
2

sincos)(  .                      (4.12) 

Из решения (4.12) следует, что в случае резонанса амплитуда колебаний 

меняется по линейному закону в зависимости от времени. 

Теперь исследуем поведение резонансных решений дробного осцилля-

торного уравнения (4.8), удовлетворяющее начальным условиям 

bxax  )0(  ,)0( /
. Пусть ],0[)( 2 TACtx  . Тогда решение начальной задачи 

для уравнения (4.8) имеет вид [85]: 

   
t

dFtttxtx
0

,
1

1 )(])([)()()(  



,       (4.13) 

где )(1 tx ])([])([ 2,1,





  tbtta  . 
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        В работе [96] исследованы вынужденные колебания дробного осциллято-

ра, когда вынуждающая сила в правой части уравнения (4.8) представлена в 

виде:  

                                         )cos()( 00   tatF , 

где  21  ,  0 , , a - амплитуда, частота и начальная фаза внешней пере-

менной силы, 0 - частота свободных незатухающих колебаний осциллятора 

при 2 .                  
     

 

Рассмотрим случай, когда вынуждающая сила в правой части уравнения 

(4.8)  представлена функцией Миттага–Леффлера, то есть в виде: 

])([)( 1,
2/

0



 tftF  .                                     (4.14) 

Если в равенстве (4.14) значение параметра  2 , то мы получим про-

стую периодическую функцию  

                                )cos()(
0

tftF  ,  

где  - частота внешней силы.  

            Решение уравнения (4.8) с правой частью (4.14), удовлетворяющее 

начальным условиям bxax  )0(  ,)0( /
 можно представить в виде: 

        



  











 d

t

tt
ftxtx

t

0
1

1,,2/
01

)(

])([])([
)()(                    

                     

















t

tt
ftx






 ])([])([
)(

1,1,2/
01

 

        

Имеет место равенство )(1)( 1,1,





 zz   . Воспользовавшись 

эти равенством, решение можно переписать в виде: 

       )(tx )(
1

tx  










)([])([ 1,1,

2/
0 tt

f



.                         (4.15) 

Следовательно, в колебательной системе с фрактальной структурой  под 

воздействием внешнего поля совершает движение, которое представляет со-
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бой совокупностью двух колебаний: с собственной частотой системы   и с 

частотой вынуждающей силы   [14]. 

Если в решении (4.15) значение параметра 2 , то это решение пере-

ходит в решение (4.11). Решение (4.15) нельзя использовать, если частота вы-

нуждающей силы и собственная частота системы равны между собой,  то есть 

в случае резонанса [28]. Найдем решение в этом случае. 

В случае, когда частота вынуждающей силы стремиться к собственной 

частоте )(   вторая половина решения  (4.11)  дает неопределенность ви-

да }0/0{ . Применяя правилу Лопиталя для раскрытия неопределенности, по-

лучим:  

   ])([])([])([)( ,

2/
0

2,1,











 


 tt
f

tbttaEtx  .          (4.16) 

Если 2 , то 
z

z
z

sin
)( 2

2,2  . Тогда решение (4.16) переходит в ре-

шение (4.12) начальной задачи для уравнения (4.9).  В случае вынужденных 

колебаний «фрактального» осциллятора, когда вынуждающая сила имеет вид 

(4.14),  рост амплитуды резонансного решения происходит по нелинейному 

закону, пропорционально 
t .   

 

§ 3. Линейные однородные динамические системы, описываемые 

двумя дифференциальными уравнениями  

с производными дробного порядка 

Рассмотрим сначала простейшие динамические системы, принадлежа-

щие виду (4.1), а именно те, которые отображаются системой двух линейных 

дифференциальных уравнений с производными дробного порядка: 

  
,)(

,)(

0

0

dycxty

byaxtx

t

t









                                    (4.17) 

где 10  , dcba ,,,  – некоторые постоянные параметры. 
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         Работа [84] посвящена исследованию линейной однородной динамиче-

ской системы, описываемой системой двух дифференциальных уравнений с 

производными дробного порядка Капуто. 

Характеристическое уравнение системы (4.17) имеет вид 

                   0))((  bcda  .                                                   (4.18) 

Задача. Найти решение ],0[)(),( 2 TACtytx   системы (4.17), удовле-

творяющее начальным условиям 
00

)0(,)0( yyxx  . 

Решение задачи имеет вид [43]  

 

 , )()(
)(2

                                   

)()(
2

)(            

21,11,
2

000

21,11,
0




















tEtE
adcb

xdxby

tEtE
x

tx









                                       

     

 

 )()(
)(2

                                      

)()(
2

)(          

11,21,
2

000

21,11,
0




















tEtE
adcb

yaycx

tEtE
y

ty









, 
                 (4.19) 

где )(2
2,1 adcb    – корни характеристического уравнения (4.18), 

.
2

da 
  

Характеристические корни 
21

,  являются решениями уравнения (4.18), 

и нормальная форма матрицы коэффициентов 








dc

ba

    

    
 и параметр   полно-

стью определяют поведение траекторий в окрестности особой точки. В случае, 

когда корни характеристического уравнения (4.18) действительны, действи-

тельное преобразование координат приводит систему к системе того же вида, 

но с матрицей коэффициентов одного из двух типов [8,9] 
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








2

1

     0

0    
:




A , 













     0

1     
:B . 

Рассмотрим случаи действительных корней характеристического урав-

нения, т. е. случаи с матрицами коэффициентов типа A  и B . 

Пусть действительные корни одного знака, а матрица типа A . В этом 

случае с помощью линейного однородного преобразования 

yxvyxu   ,
 система (4.17) приводится к виду: 

  
,)(

,)(

20

10

vtv

utu

t

t












                                       (4.20) 

где 21,  – корни характеристического уравнения (4.18). 

 Решение системы (4.20) имеет вид: 

  
),()(

),()(

21,0

11,0











tEvtv

tEutu




 

где 
00

,vu  – произвольные постоянные. 

Предположим, что оба корня 
21

,  действительные, отрицательны. 

Пусть 2,1,0,  i
iii

 . Решение системы (4.20) имеет вид: 

  
).()(

),()(

21,0

11,0











tEvtv

tEutu




  

На рис. 4.2, 4.3 приведены графики фазовых траекторий в случае отри-

цательных корней характеристического уравнения. Как видно из рис. 4.2, фа-

зовые траектории приближаются к началу координат при t . Они сов-

падают с полуосью u , когда 00 v , и с полуосью v , когда 00 u . В этом слу-

чае  особой точкой является устойчивый узел. А, когда 0  и t , как 

видно на рис. 4.3, происходит топологическое изменение фазовой плоскости.  
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    Рис. 4.2. Графики фазовых траекторий в случае отрицательных корней ха-

рактеристического уравнения. 

     

Рис. 4.3. Графики фазовых траекторий в случае, когда 0  

Пусть теперь оба корня 21,  действительные, положительны. На рис. 

4.4 приведены графики фазовых траекторий в случае положительных корней 

характеристического уравнения. Как видно на рис. 4.4, фазовые траектории 

отдаляются от начала координат при t . В этом случае особой точкой яв-

ляется неустойчивый узел. 

Теперь предположим, что оба корня 
21

,  действительные, но противо-

положных знаков. Пусть 0
1

  , а 0
2

  . Тогда 

).()(

),()(

1,0

1,0













tEvtv

tEutu




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Рис. 4.4. Графики фазовых траекторий в случае положительных 

 корней характеристического уравнения 

Теперь предположим, что оба корня 
21

,  действительные, но противо-

положных знаков. Пусть 0
1

  , а 0
2

  . Тогда 

).()(

),()(

1,0

1,0













tEvtv

tEutu




 

     

Рис. 4.5. Графики фазовых траекторий в случае, когда оба корня 21,  дей-

ствительные, но противоположных знаков, 1i  

Полуоси vu,  являются траекториями, соответствующими 00 u  и 

00 v . Если 000 vu , то 0u , v  при t . На рис. 4.5 приведе-
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ны графики фазовых траекторий в случае, когда оба корня 21,  действи-

тельные, противоположных знаков и 1i . В этом случае особой точкой яв-

ляется седло. 

А при 1i , 0  и t , как видно из рис. 4.6, происходит то-

пологическое изменение фазовой плоскости, т. е. из одного состояния – с осо-

бой точкой типа седло (рис. 4.5) переходит в другое с особой точкой типа не-

устойчивый узел. 

Рассмотрим теперь случай, когда характеристическое уравнение имеет 

один корень  , и этот корень действительный. Приведенная система имеет 

вид: 

  
.)(

,)(

0

0

vutv

utu

t

t












                                   (4.21) 

 

                              

Рис. 4.6. Графики фазовых траекторий в случае, когда корни  

действительные противоположных знаков, 1i  и 0  

Решение системы (4.21) имеет вид 

.)()()(

),()(

0
1,01,0

1,0









k
k

kk tEttutEvtv

tEutu














   

(4.22) 
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Допустим сначала, что 0 . Как видно из рис. 4.7, в случае, когда 

0
0
u  и 0

0
v  фазовые траектории представляют собой положительную по-

луось v , а когда 0
0
v  – отрицательную полуось v .  

 

Рис. 4.7. Графики фазовых траекторий в случае, когда  

характеристическое уравнение имеет один корень 0  и 0
0
u  

В этом случае независимо от 0u  и 0v  одновременно 0, vu  при 

t  и особой точкой будет устойчивый узел (рис. 4.8). 

 

Рис. 4.8. Графики фазовых траекторий в случае, когда характеристическое 

уравнение имеет один корень 0  
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        В случае, когда корень характеристического уравнения 0 , особой 

точкой будет неустойчивый узел. 

 

§ 4. Дробный «брюсселятор»  

В этом параграфе дадим обобщение задачи «брюсселятора». «Брюсселя-

тор», или тримолекулярная модель, была предложена Пригожиным и Лефев-

ром в 1965 г. Данная модель является наиболее исследованной системой, об-

ладающая разнообразным поведением во времени и пространстве в зависимо-

сти от значений  параметров. На основе данной  модели можно выявить усло-

вия, при которых возникают процессы самоорганизации в биологических и 

химических системах.  

В работах  [20;80] исследовано поведения фазовых траекторий дробного 

«брюсселятора» при различных значениях параметра дробной производной. 

«Брюсселятор» представляется следующей схемой гипотетических хи-

мических реакций, которые происходят в тонком и длинном сосуде: 

,

,

,32

,

RX

CYXB

XYX

XA









 

где BA,  – изначально заданные вещества, которые распределены в трубке 

равномерно, CR   и   – вещества, выпадающие в виде осадка. Вещества YX   и   

диффундируют вдоль трубки и участвуют в химическом процессе. Математи-

ческая модель этой динамической системы имеет вид: 

 

.

,)1(

2

2

yxbx
dt

dy

xbyxa
dt

dx





                                (4.22) 

         Рассмотрим дробно-дифференциальную модификацию системы (4.22). 
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.)(

,)1()(

2
0

2
0

yxbxty

xbyxatx

t

t









                                     (4.23)         

Точка 
a

b
yax 


    ,  является особой точкой. С помощью замены 


 xx , 



 yy , ограничиваясь только слагаемыми первого порядка малости, си-

стема (4.22) приводится к линеаризованному виду: 

.

,)1(

2

2







ab
dt

d

ab
dt

d





                                       (4.24) 

Тогда система дифференциальных уравнений с производными дробного 

порядка (4.23) приведется к виду: 

,)(

,)1()(

2
0

2
0

yabxty

yaxbtx

t

t









                                   (4.25) 

где 10  , ba,  – некоторые постоянные параметры. В случае 1  система 

(4.25) переходит в систему (4.24). 

Задача. Найти решение ],0[)(),( 2 TACtytx   системы (4.25), удовлетво-

ряющее начальным условиям .)0(,)0(
00

yyxx   

Пусть ],0[2 TACD 


 – область определения 
t0

 . Тогда для любых 

функций  DtyDtx  )(,)(  согласно (1.65) справедливы равенства 

  

.
)1(

)0(
)(

,
)1(

)0(
)1()(

2
0

2
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









t

y
yabxtyD

t

x
yaxbtxD

t

t







                            (4.26) 

Пусть 


DtyDtx  )(,)(  – решение системы (4.26). Тогда, применяя 

преобразования Лапласа к системе (4.26), получим 
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                     (4.27) 

Систему (4.27) можно представить в виде 
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где ,22
2,1 a   .

2

)1(2 


ba
  

Если  1Re p , то имеют место равенства (1.22). С помощью этих ра-

венств получим выражения для оригиналов функций )(),( tytx : 
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Если воспользуемся равенством (1.14),  то полученное решение можно 

представить в виде: 
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           (4.28) 
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

        

Теорема 4.1. Функции  DtyDtx  )(,)(  являются решениями си-

стемы (4.25), если их можно представить в виде (4.28). 

Исследуем устойчивость состояний равновесия в зависимости от пара-

метров системы и параметра дробной производной. Характер устойчивости 

определяется поведением динамической системы, линеаризованной в малой 

окрестности неподвижной точки. Для исследования поведения фазовых траек-

торий линеаризованной системы (4.25) воспользуемся пакетом прикладных 

программ Mathcad, а для численного исследования поведения фазовых траек-

торий нелинейной системы воспользуемся разработанным комплексом про-

грамм. Для построения фазовых траекторий и графиков зависимостей по дан-

ным, полученным с помощью программного комплекса, также воспользуемся 

пакетом Mathcad. 

        

Рис. 4.9. Графики фазовых траекторий при различных значениях   и 21 ab   
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 Если 
21 ab  , то  собственные значения 2,1  являются комплексно-

сопряженными. Они имеют положительную действительную часть, то есть

0)Re(  . При 1  неподвижная точка в начале координат представляет со-

бой неустойчивый фокус.  При переходе к дробной производной меняется по-

ведение фазовых траекторий, то есть происходит переход от неустойчивого 

фокуса к устойчивому фокусу (рис. 4.9). 

  Проведем анализ  устойчивости состояний равновесия в зависимости 

от параметра дробной производной. Возьмем 6.3  ,5.1  ba  и проведем вы-

числительный эксперимент по анализу поведения фазовых траекторий при 

различных значениях параметра дробной производной. В этом случае тоже 

собственные значения 2,1  являются комплексно-сопряженными с положи-

тельной действительной частью, то есть 0)Re(  . Рассмотрим случаи: 

1. Если  1 , то положения равновесия неустойчивое и неподвижная точ-

ка типа неустойчивый фокус (4.10). 

        

          4.10. Поведение фазовой траектории при 1 , 6.3 ,5.1  ba . 

2. Если  925.0 , то неподвижная точка представляет собой типа центр 

(рис. 4.11). 

           

          4.11. Поведение фазовой траектории при 925.0 , 6.3 ,5.1  ba . 
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3. Если  85.0 , то положение равновесия устойчивое и неподвижная 

точка типа устойчивый фокус (рис. 4.12).  

      Таким образом, если 1925.0  , то неподвижная точка типа неустой-

чивый фокус, если 925.0 , то неподвижная точка типа центр, если 

925.07.0  , то неподвижная точка типа устойчивый фокус, если 

7.045.0  , неподвижная точка типа устойчивый узел и, если 45.0  

неподвижная точка типа неустойчивый узел.  

   

          4.12. Поведение фазовой траектории при 85.0 , 6.3 ,5.1  ba . 

        Теперь исследуем устойчивость состояний равновесия в зависимости от 

параметра b . Рассмотрим случаи: 

1. Если  8.0 , 276.11.1  b , то тип особой точки устойчивый фокус 

(рис. 4.13), то есть, в этом случае,  при переходе к дробной производной 

из неустойчивого состояния равновесия система переходит в устойчивое 

состояние.  

       

4.13. Поведение фазовой траектории при 8.0 , 276.11.1  b , .3.0a  

2. Если 8.0 , 276.1b , 3.0a , то неподвижная точка типа центр (рис. 

4.14).     
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         4.14. Поведение фазовой траектории при 8.0 , 276.1b , .3.0a  

3. Если 8.0 , 68.1276.1  b , 3.0a , то система переходит в неустой-

чивое состояние равновесия (рис. 4.15). 

        

          4.15. Поведение фазовой траектории при 8.0 , 68.1276.1  b , 

.3.0a  

Рассмотрим случай, когда 
21 ab  . Пусть 1a  и 2b . На  рис. 4.16 

приведены графики фазовых траекторий при различных значениях параметра 

дробной производной. Как видно из рис. 4.16, при переходе к дробной произ-

водной происходит топологическое изменение фазовой плоскости.  

                            

Рис. 4.16. Графики фазовых траекторий при различных значениях   и  

21 ab   
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При больших отклонениях от положения равновесия линейное прибли-

жение становится неприменимым. В этом случае для исследования поведения 

фазовых траекторий исходной нелинейной системы воспользуемся вычисли-

тельными алгоритмами на основе численных методов решения задачи Коши 

для дробного дифференциального уравнения. Численно исследуем поведение 

фазовых траекторий исходной нелинейной системы при различных значениях 

параметра дробной производной. 

         Если 1 , 5.1a , 6.3b , то получаем особую точку типа неустойчи-

вый фокус с предельным циклом, а при переходе к дробной производной          

( 8.0 ) получаем особую точку типа устойчивый фокус, то есть происходит 

топологическое изменение фазовой плоскости   (рис. 4.17). Таким образом, как 

и в случае линеаризованной системы, неподвижная точка типа неустойчивый 

фокус переходит к устойчивому фокусу, то есть система из неустойчивого со-

стояния переходит в устойчивое состояние.    

Рис. 4.17. Графики фазовых траекторий при различных значениях 

 параметра   и 5.1a , 6.3b  

Как мы видим из рис. 4.17, результаты численного исследования пове-

дения фазовых траекторий нелинейной системы соответствуют результатам 

исследования поведения фазовых траекторий линеаризованной системы при 

малых отклонениях от положения равновесия.  
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С целью проверки адекватности решений,  проведем вычислительные 

эксперименты по сравнению полученных решений при 1  с решениями из-

вестной модели «брюсселятора». 

Проведем сравнительный анализ решений начальной задачи для лине-

аризованных систем (4.24) и (4.25). На рисунке 4.18 приведены фазовые траек-

тории и графики зависимостей )(t  и )(tx  построенные согласно решениям 

систем (4.24) и (4.25). Как мы видим из рисунка, решения систем хорошо со-

гласуются. Точность результатов оценивались с помощью норм: 

                     )()(1 txt   ,  )()(2 tyt   . 

В случае, когда 5.1a , 6.3b , получили 
4

1 10376.3  , 

4
2 10645.4  .  

 

Рис. 4.18. Фазовые траектории и графики зависимостей )(t  и )(tx , соответ-

ствующие решениям систем (4.24), (4.25) при 1 и 5.1a , 6.3b  

 Теперь проведем вычислительный эксперимент по сравнению числен-

ного решения системы (4.23) при  1  с численным решением системы 

(4.22). На рисунке 4.19 приведены фазовые траектории согласно решениям си-

стем (4.22) и (4.23). В этом случае, при значениях параметров 5.1a , 6.3b , 

получили 01.0)()( 211  txtx ,  01.0)()( 212  tyty . Погрешности со-

ответствуют точности вычислительных алгоритмов.   
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Следовательно, при 1  решение системы (4.25) переходит в решение 

системы (4.24), а при остальных значениях параметра дробной производной 

мы получаем новый класс решений.  

 Таким образом, учет эффектов памяти приводит к принципиально но-

вым результатам, когда в системе возможны переходы между различными 

особыми точками фазовой траектории.   

Полученные решения могут служить основой для исследования колеба-

тельных процессов в автоколебательных системах ветвящихся фрактальных 

структур. К таким системам можно отнести метаболические системы с фрак-

тальной структурой.   

                         

Рис. 4.19. Графики фазовых траекторий, которые соответствуют решениям 

 систем (4.22), (4.23) при 1 и 5.1a , 6.3b  

 

§ 5. Обобщенный нелинейный осциллятор Дуффинга 

В нелинейных системах возникают различные явления, не только харак-

терные для таких систем, но и нестандартные. Рассмотрим динамическую си-

стему, описываемую нелинейным осцилляторным уравнением с операторами 

дробного дифференцирования Капуто (1.65) вида 

 )()()())(( 000 tPxftxktx ttt  
,                        (4.29) 
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где k  – коэффициент затухания, )(xf  – нелинейная восстанавливающая сила, 

)(tP  – периодическая функция периода T . 

Периодические вынужденные колебания, описанные этим уравнением, 

предоставляют широкий спектр интересных явлений, характерных для пове-

дения нелинейных динамических систем, таких, как регулярное и хаотическое 

движение, сосуществующие аттракторы, регулярные и фрактальные границы 

областей притяжения, а также локальная и глобальная бифуркация. 

         В случае, когда 1  уравнение (4.29) переходит в уравнение  Дуффинга 

                       )()(
)()(

2

2

tPxf
dt

tdx
k

dt

txd
 .                                          (4.30) 

Уравнение (4.30) впервые было получено Дуффингом и стало предметом 

теоретического и экспериментального изучения многих исследователей. С 

теоретической точки зрения устойчивое состояние системы, которое управ-

лется уравнением Дуффинга (4.30), является периодическим движением, ос-

новной период которого также будет равен периоду внешней силы T  или ее 

целочисленному множителю.  

Уравнение (4.29) представляет собой частный случай неавтономной пе-

риодической системы 

 
0 1 1

0 2 2

( ) ( , , ),

( ) ( , , ),

t

t

x t X t x y

x t X t x y





 

 
                                   (4.31) 

где ( , , )X t x y  и ( , , )Y t x y  – периодические функции по t  с периодом T , а 

также эти функции непрерывные в заданной области.   

            Решение системы (4.31) описывает движение некоторой точки на     ко-

ординатной плоскости Oxy . Пусть решение системы (4.31) можно представить 

в виде:                    

                   ),,( 0011 yxtx  ,    ),,( 0022 yxtx  .                                (4.32) 

Решение (4.32) описывает некоторую кривую пространства txy. Проек-

ция этой кривой решения на плоскость 
21

xOx  и представляет фазовую плос-
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кость. Фазовые траектории движения имеют начало движения в точке 0P  при 

0tt  .  

Рассмотрим частный случай уравнения (4.29) 

 tBxxtxktx ttt cos)())(( 3
00

2
0    .             (4.33)  

Представим  уравнение (4.33) в виде системы 

                 










.cos)(

,)(

3
1220

210

tBxxxktx

xtx

t

t






                                  (4.34) 

Уравнение (4.34) описывает вынужденные колебания в системах с эф-

фектами памяти. Здесь k  – постоянный положительный коэффициент затуха-

ния, а 
3x  – нелинейная возвращающая сила.  

Как известно, уравнение (4.30) симметрична относительно преобразова-

ний ttxxxx  ,,
2211

, то есть не меняет своего вида.  Следова-

тельно, периодическая траектория будет также симметрична сама себе отно-

сительно начала координат плоскости 
21

xOx . В случае дифференциальных 

уравнений дробного порядка этот принцип нарушается, то есть при изменении 

знака времени tt   в случае дробных производных состоит в замене 

      
sincos itt  . 

Таким образом, при переходе к дробным производным по времени часть 

процесса соответствует обратимым, другая часть необратимым процессам. Та-

кое сочетание обратимых и необратимых процессов фактически означает воз-

можность описания нелинейных процессов при переходе к дробным произ-

водным [28].  

В вынужденной колебательной системе, заданной уравнением (5), мож-

но исследовать различные типы устойчивых состояний в зависимости от па-

раметров системы k ,   и В.  

Рассмотрим задачу в отсутствие внешних сил: 0B . Система описы-

вается нелинейным дифференциальным уравнением:  
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0)())(( 3
000  xxtxktx ttt

   

или двумя уравнениями порядка   

  










.)(

,)(

3
11220

210

xxxktx

xtx

t

t






                            (4.35) 

Система при 0  имеет единственное положение равновесия, а в случае 

0  имеется три положения равновесия 
 ,0x . 

Рассмотрим задачу Коши для системы (4.34) 

  

,)0(

),,,()(

0

0

xx

yxtftxt




                               (4.36) 

где }cos  ,{),,( 3
1122 tBxxxkxyxtf    , )}(),({)( 21 txtxtx  .  

Решение системы (4.36) будем находить численным методом в области  

},..,2,1,||,|{| )0( mibxxTtD ii  . 

Функции 1 1 2( , , )f t x x  и 2 1 2( , , )f t x x  непрерывны в области D  и удовле-

творяют условию Липшица. Следовательно, система (4.36) имеет единствен-

ное решение [85] определенное при  и принимающее 

при t = 0 заданные начальные значения. Для численного решения задачи (4.36) 

введем по переменной t равномерную сетку с шагом :0  

,...}2,1,0,{  nntn  . 

Уравнения системы (4.35) заменим, пользуясь аппроксимацией (1.97), 

разностными уравнениями: 

   
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)/,min(|| 0 Mbatt 
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           ,,,2,1,0 ,)0(

,)0(

0
22

0
11





nxx

xx
                                                                           (4.37)  

          Решение разностной задачи (4.37) можно найти в явном виде по рекур-

рентным формулам 

 
 

0 0

1 1 2 2

1 0 0

1 1 2

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 2

0

1 0 0 0 3

2 2 2 1 1 0
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2 2 2 2 1

0

(0) , (0) ,
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( )( )
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 
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     

      
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



 3

2 1 1                     (2 ) ( ) cos ,

1, 2, ...

n n

nГ k x x x B t

n

         



      (4.38) 

Исследуем нелинейную дробно-дифференциальную модель динамиче-

ской системы Дуффинга при различных значениях параметра дробной произ-

водной и  1 ,75.2 ,1.0  Bk  . 

На рис. 4.20 изображен фазовый портрет динамической системы Дуф-

финга при 1 . Как мы видим из рис. 4.20, при  1  в системе возникает ха-

отическое поведение.    

           

Рис. 4.20. Фазовый портрет осциллятора Дуффинга при  1 . 
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На рисунке  4.21  приведена фазовая траектория динамической системы, 

описываемой дробным дифференциальным уравнением (4.33) в случае, когда 

9.0 .  

Как видно из рис. 4.21, при переходе к дробной производной происходит 

топологическое изменение фазовой плоскости. Динамическая система имеет 

две особые точки, но фазовая траектория от одной особой точки к другой пе-

реходит плавно, чем в случае целого значения параметра  . 

          

Рис. 4.21. Фазовая траектория обобщенного нелинейного осциллятора 

Дуффинга при 9.0 . 

           

Рис. 4.22. Фазовая траектория дробно-дифференциального осциллятора 

Дуффинга при 7.0 . 
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На рисунке 4.22 приведены фазовые траектории в случае, когда 7,0 . 

Как видно из рисунка, при 7,0  происходит топологическое изменение фа-

зовой плоскости. В этом случае система имеет единственное положение рав-

новесия типа центр, что соответствует гармоническим колебаниям. 

 

§ 6. Модель «хищник–жертва» в нелокальной постановке 

Современное понимание естественнонаучной картины мира, которая 

включает в себя физические, биологические и другие процессы, опирается на 

фундаментальный принцип, который основан на  принципе всеобщей связи 

природных явлений и на принципе развития. При этом выделяется физическое 

(биологическое) ядро природных систем как совокупность низших редукцио-

нистских форм материи со своими законами движения [61]. В основе самого 

принципа подчинения нелинейной динамики в математическом плане лежит 

идея разделения данной системы на две подсистемы (медленные и быстрые). 

В результате чего происходит процедура, при котором исключаются перемен-

ные с характерными временными масштабами. Помимо данного принципа, в 

нелинейной динамике огромное значение имеет также понятие параметра по-

рядка. 

В 1931 г. Вито Вольтерра предложил модель «хищник–жертва». Пусть 

на некоторой замкнутой территории обитают два вида: вегетарианцы–жертвы 

и хищники, охотящиеся на жертв. 

Если бы не было хищников, то жертвы размножались бы беспредельно и 

их численность описывалась бы уравнением Мальтуса 

x
dt

dx
 , 

где 0  – коэффициент прироста. Если бы не было жертв, то хищники по-

степенно вымирали бы. Их численность описывалась бы уравнением 

,y
dt

dy
  
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где 0  – коэффициент убыли хищников, y  – их численность в данный мо-

мент времени. Росту численности жертв, однако, препятствуют их встречи с 

хищниками, частота которых пропорциональна как числу жертв, так и числу 

хищников – xy . Тогда скорость изменения численности жертв описывается 

уравнением 

)( yx
dt

dx
  , 

где 0  – коэффициент убыли жертв при встрече с хищниками. 

Аналогично встреча хищника с жертвой увеличивает вероятность выжи-

вания хищника, т. е. способствует сохранению популяции хищников 

)( xy
dt

dy
  , 

где 0  – коэффициент, зависящий от того, как часто встреча хищника с 

жертвой заканчивается трапезой.   

В качестве нелокальной модели «хищник-жертва» исследуем систему 

дифференциальных уравнений с производными дробного порядка вида 

  

00

0

0

)0(,)0(

),()(

),()(

yyxx

dxcyty

byaxtx

t

t











                                  (4.39) 

где 10  , 0c  – коэффициент убыли хищников, y  их численность в 

данный момент времени, 0
y  – их численность в начальный момент времени, 

0b  – коэффициент убыли жертв при встрече с хищником, 0d  – коэффи-

циент, зависящий от того, как часто встреча хищника с жертвой заканчивается 

трапезой, 0
x  – их численность в начальный момент времени,   – параметр, 

учитывающий информацию о «прошлом» системы.  

В системе (4.39), если взять 1 , то получим модель «хищник–жертва», 

предложенную Вито Вольтеррой. 
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.)0(,)0(

),()(

),()(

00

/

/

yyxx

dxcyty

byaxtx







                                            (4.39.1)                            

Если численность популяций есть постоянное число, то их производные 

Капуто по времени равны нулю и мы приходим к системе 

  








.0)(

,0)(

dxcy

byax
                                          (4.40) 

Из системы (4.40) следует, что 









.0

,0

1

1

y

x
 или 




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




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2

2

b

a
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d
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x

 

Так как производные на прямых 
d

c
x   и 

b

a
y   обращаются в нуль, то, 

следовательно, численность популяций имеет здесь экстремумы. 

Разлагая выражения в правых  частях системы (4.39) вблизи стационар-

ной точки 
d

c
x  , 

b

a
y   и ограничиваясь малыми отклонениями от положе-

ния равновесия, получим: 














.

,

*

*

b

a
yy
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c
xx

 

Тогда систему (3.31) можно записать в виде: 

* * * *

0

* * * *

0

( ) ,

( ) .

t

t

cb
x t bx y y

d

ad
y t dx y x

b





   

  
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Так как 
*x  и 

*y  малы, пренебрегая произведением 
** yx , систему урав-

нений можно переписать в виде: 

 

* *

0

* *

0

( ) ,

( ) .

t

t

cb
x t y

d

ad
y t x

b





  

 
                                        (4.41) 

          Если в (4.41) взять значение параметра 1 ,  то получим: 

                                          

.)0(,)0(

,)(

,)(

00

/

/

yx

b

ad
t

d

cb
t













                                           (4.41.1)                         

Характеристическое уравнение этой системы (4.41) 

0

        

       
2 





ac

b

ad

d

cb






 

имеет корни aciaci 
21

   ,  . Найдем решение системы (4.41).  

Пусть ],0[2 TAC  – область определения 
t0 . Тогда для любых 

функций   )(,)( tytx  согласно достаточному условию (1.65) справед-

ливы равенства: 

 

0 0

0 0

(0)
( ) ( ) ,

(1 )

(0)
( ) ( ) .
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t t

t t

x
x t D x t
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
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

  
 

  
 

                               (4.42) 

Воспользовавшись равенствами (4.42), систему (4.41) можно привести к 

виду: 

                   




 t
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d
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txD t
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



 t

y
x

b

ad
tyD t


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)0(
)( **

0
.                                        (4.43) 

Пусть  DtyDtx  )(,)(  – решение системы (4.43), тогда, применяя 

преобразования Лапласа к системе (4.43), получим: 

               
.
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                  (4.44) 

Систему (4.44) можно представить в виде 
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Воспользовавшись равенствами (1.13), получим выражения для ориги-

налов функций 
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 (4.45) 

           Исследуем линеаризованную систему вблизи точки равновесия в зави-

симости от параметра дробной производной. Линеаризованная система имеет 
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единственную точку равновесия в начале координат. Возьмем 2a , 25.0b , 

2c , 5.0d  и рассмотрим случаи: 

1. Если  1 , то решение системы эволюционирует циклически, на 

фазовой плоскости неподвижная точка типа центр. Это означает, что 

внутривидовой кокуренции нет. Численность популяций испитывает не 

совподающие по фазе колебания. (рис. 4.23). 

2. Если 17.0  , то на фазовой плоскости неподвижная точка типа 

устойчивый фокус. В этом случае, решения описывают временную ди-

намику численности популяций, когда внутривидовая конкуренция при-

водит к обеднению среды. При этом количество и хищников, и жертв  

будет уменьшаться со временем, то есть получим затухающие колебания 

(рис. 4.24). 

                  

Рис. 4.23. Графики решений и фазовая траектория при  1 .      

             

Рис. 4.24. Графики решений и фазовые траектории при  9.0 .      

3. Если  7.05.0  , то на фазовой плоскости неподвижная точка типа 

устойчивый узел, то есть вымирание популяции жертв приводит к вы-

миранию популяции хищников (рис. 4.25). 
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Рис. 4.25.  Графики решений и фазовые траектории при  7.0 .      

При больших отклонениях от положения равновесия линейное прибли-

жение становится неприменимым. В этом случае для исследования поведения 

фазовых траекторий исходной нелинейной системы пользуемся вычислитель-

ными алгоритмами на основе численных методов решения задачи Коши для 

дробного дифференциального уравнения. Численно исследуем поведение фа-

зовых траекторий исходной нелинейной системы при различных значениях 

параметра дробной производной. 

Как мы видим из рис. 4.26, результаты численного исследования пове-

дения фазовых траекторий нелинейной системы соответствуют результатам 

исследования поведения фазовых траекторий линеаризованной системы при 

малых отклонениях от положения равновесия. 

 

Рис. 4.26. Фазовые траектории при различных значениях параметра 

дробной производной и 2a , 25.0b , 2c , 5.0d , 200 x , 50 y .       

С целью проверки адекватности решений,  проведем вычислительные 

эксперименты по сравнению полученных решений при 1  с решениями из-
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вестной модели «хищник-жертва». Проведем сравнительный анализ решений 

начальной задачи для линеаризованных систем (4.41) и (4.41.1). На рисунке 

4.27 приведены фазовые траектории и графики зависимостей )(t  и )(tx  по-

строенные согласно решениям систем (4.41) и (4.41.1). Как мы видим из ри-

сунка, решения систем хорошо согласуются. Точность результатов оценива-

лись с помощью норм: )()(1 txt   ,  )()(2 tyt   . 

В случае, когда 2a , 25.0b , 2с , 5.0d  получили 4
1 10195.1 

, 4
2 10482.2  .  

       

        Рис. 4.27. Фазовые траектории и графики зависимостей )(t  и )(tx , соот-

ветствующие решениям систем (4.41), (4.41.1) при 1 и 2a , ,25.0b  

2с , .5.0d  

                           

          Рис. 4.28. Фазовые траектории, соответствующие решениям систем 

(4.39), (4.39.1) при 1  и 2a , ,25.0b  2с , .5.0d  
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            Теперь проведем вычислительный эксперимент по сравнению числен-

ного решения (4.39) при  1  с численным решением системы (4.39.1).  На 

рисунке 4.28  приведены фазовые траектории согласно решениям систем 

(4.39) и (4.39.1). В этом случае, при значениях параметров и 2a , ,25.0b  

2с , 5.0d , получили 01.0)()( 211  txtx ,  01.0)()( 212  tyty . По-

грешности соответствуют точности вычислительных алгоритмов.   

Таким образом, при переходе к дробной производной происходит топо-

логическое изменение фазовой плоскости. При этом параметр дробной произ-

водной становится управляющим параметром системы. Следовательно, пере-

ход к дробным производным позволяет учитывать необратимые процессы.                        

 

§ 7. Хаотическое поведение динамических систем,  

описываемых дифференциальными уравнениями  

с производными дробного порядка 

Обратимся теперь к явлению, называемому хаосом. Это непредсказуе-

мое поведение динамических систем, напоминающее случайные флуктуации 

[21].  Рассмотрим динамические системы состояния, которые зависят на опре-

деленном промежутке времени [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] от некоторого случайного фактора. В 

качестве величины, учитывающей этот фактор, возьмем показатель дробной 

производной. Пусть на определенном отрезке времени [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] состояние си-

стемы зависит от некоторой случайной величины n . Тогда модель такой ди-

намической системы соответствует системе дифференциальных уравнений 

вида:  
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 (4.46)  

где 0 1,  1, 2, ..., .n n N    
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Решение системы (4.46) на каждом частичном отрезке  1,n nt t  , 

0,1, ..., 1n N    имеет вид 
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где 1, 2, ...,n N  , 1̀,...,1,0  ),()(  ),()( 1111   Nntytytxtx nnnnnnnn . 

Наряду с задачей (4.46), рассмотрим задачу Коши для системы (4.17) на 

отрезке ],0[ T .  

Решение задачи Коши для системы (4.17) имеет вид: 
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(4.47)  
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На рис. 4.29 приведены графики решения задачи (4.46) )(  ),( tytx nn  при 

𝛼𝑛 = 𝑟𝑛𝑑, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁. Как видно из рис. 4.29, если в качестве параметра 

дробной производной на каждом частичном отрезке 𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1 взять некоторую 

случайную величину, то можно моделировать хаотическое движение динами-

ческой системы. Предложенную модель можно использовать при моделирова-

нии хаотических процессов в физических, экономических и др. системах. 
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Рис. 4.29. Графики решений задачи (4.46) )(  ),( tytx nn  при  

𝛼𝑛 = 𝑟𝑛𝑑, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁 

 

§ 8. Фрактальные характеристики микроструктуры  

газоразрядных каналов и динамика электронов в них 

Наглядный пример ветвящейся структуры представляют собой многие 

типы электрических разрядов, такие, как грозовые (молниевые), поверхност-

ные, искровые, импульсные стримерные короны и др. 

В последнее время получены новые экспериментальные данные по мик-

роструктуре газоразрядных каналов [204; 205]. Так, при исследовании искро-

вого разряда в воздухе атмосферного давления в промежутке острие–

плоскость методом теневого фотографирования было обнаружено, что на 

начальной стадии разряд развивается в форме микроканальной структуры – 

пучка большого количества каналов микронного диаметра [204]. Динамика 

структуры на временах от единиц до десятков наносекунд включает развитие 

микроканалов от острия вглубь разрядного промежутка их ветвление и ради-

альное расширение. При этом на фотографиях собственного свечения разряда 

микроканальная структура была неразрешима [204]. 

Микроканальная структура разряда находит отражение и в характере его 

автографов – отпечатков канала на поверхности плоского электрода. Установ-

лено, что автографы представляют собой скопление большого количества 

микрократеров, а микроструктура автографов носит фрактальный характер 
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[205]. Обнаружено также, что разряды, развивающиеся в режиме микрострук-

турирования токовых каналов, в ряде случаев сопровождаются генерацией по-

токов высокоэнергичных электронов и рентгеновского излучения [141; 191].  

Таким образом, наличие динамической ветвящейся фрактальной струк-

туры требует учета ее влияния на протекающие газоразрядные процессы. По-

скольку математическое описание процессов во фрактальных структурах об-

ладает рядом специфических особенностей, становится весьма актуальным 

развитие соответствующих подходов при расчетно-теоретическом моделиро-

вании газовых разрядов. 

Для решения поставленной задачи плодотворным может оказаться под-

ход с использованием математического аппарата дробного интегродифферен-

цирования [89; 111]. Попытки описания динамики переноса электронов в вет-

вящихся системах газоразрядных каналов с использованием дифференциаль-

ных уравнений дробного порядка были предприняты в работах [112; 113; 127]. 

В этом параграфе приводим краткий обзор экспериментальных данных 

по микроструктуре разрядов из различных источников и численное исследо-

вание динамики процессов переноса электронов во фрактальных микрока-

нальных структурах на основе дробно-дифференциальной модели.  

 

8.1. Экспериментальные результаты и их обсуждение 

Подробно проведенный эксперимент теневого фотографирования и ме-

тодика проведения эксперимента описаны в [204]. В общем эксперименты за-

ключались в следующем. На разрядный промежуток с генератора импульсов 

напряжения, используя кабельную линию, подавался импульс напряжения, ко-

торый имеет амплитуду кВ  25  и длительность фронта по уровню 0,1–0,9 око-

ло нс  7 . Электродная система имела геометрию «острие–плоскость». Исполь-

зовались различные острийные электроды, отличающиеся формой поверхно-

сти и материалом [5]. Радиус кривизны электродов составлял от 0,1 мм до 0,2 



134 
 

мм. Межэлектродный зазор составлял 1,5 мм. В качестве плоского электрода 

использовалась пластина из меди толщиной мм 2  и размером 2 2056 мм . 

После пробоя промежутка в разрядной цепи возникал колебательный 

процесс с экспоненциальным затуханием тока и напряжения. Длительность 

полуволны составляла 0,5 мкс, амплитуда тока и время его затухания соответ-

ственно– 1,5 кА и мкс  2  [204]. За момент пробоя условно был принят момент 

начала роста тока и соответственно спада напряжения [5]. 

Теневая съемка разряда осуществлялась в однокадровом режиме с по-

мощью цифрового электронно-оптического регистратора. Экспозиция кадра 

определялась длительностью импульса зондирующего излучения. В качестве 

источника зондирующего излучения использовался твердотельный лазер с 

длиной волны нм 325  и длительностью импульса на полувысоте нс  5 . Разре-

шающая способность оптической системы регистрации – не хуже мкм  5 . 

Сдвигом момента запуска лазера и оптической системы регистрации относи-

тельно момента пробоя обеспечивалась визуализация различных стадий раз-

рядного процесса [5]. На рис. 4.30 представлена интегральная фотография све-

чения разряда. 

                     

Рис. 4.30. Интегральная фотография свечения разряда 
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Рис. 4.31. Тенеграмма разряда, зарегистрированная на пятой наносекунде по-

сле пробоя для острийного электрода с радиусом кривизны  

0.1 mm (сверху): a – весь разрядный промежуток, b – его увеличенная область 

вблизи острия 

Кадры теневой съемки свидетельствуют, что разряд развивается в мик-

роканальной форме и представляет собой пучок большого числа микрокана-

лов. Динамика разряда на временах от единиц до десятков наносекунд вклю-

чает развитие микроканалов от острия вглубь разрядного промежутка, ветвле-

ние, расширение микроканалов, формирование общего фронта ударной волны 

искры и его движение [204]. На рис. 4.31a представлена тенеграмма разряда, 

зарегистрированная на пятой наносекунде после пробоя, а на рис. 4.31b – его 

увеличенная область вблизи острия, иллюстрирующая зону ветвления микро-

каналов. 

Описанная выше картина развития разряда наблюдалась при всех ука-

занных выше острийных электродах. 

На поверхности плоского электрода автограф разряда в каждом импуль-

се представляет собой совокупность большого числа микрократеров [204; 

205]. Для исследования характера пространственной структуры таких авто-

графов были построены зависимости числа ячеек N(), необходимых для по-

крытия множества микрократеров, от размера   ячейки. Если данная зависи-

 

a 

 

b 
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мость в двойном логарифмическом масштабе линейна, то структура носит са-

моподобный характер, а ее фрактальная размерность равна угловому коэффи-

циенту [197]. На рис. 4.32 представлены результаты построения указанной за-

висимости для автографов, полученных в разных импульсах. Видно, что зави-

симости подчиняются линейному закону, а фрактальные размерности лежат в 

диапазоне 1,4–1,7. Таким образом, микроструктура автографа разряда носит 

фрактальный характер и топологически соответствует двумерному множеству 

Кантора [197; 205]. 

Необходимо отметить, что подобные автографы обнаружены и в ряде 

других работ, посвященных исследованиям различных типов импульсных раз-

рядов: искровой разряд в однородном промежутке, бесстримерный разряд, 

многоканальный разряд в геометрии проволочка-плоскость, диффузный раз-

ряд в геометрии острие–плоскость [141; 169; 191; 206].  

Следует отметить, что как на интегральных фотографиях, так и на кад-

рах скоростной фотосъемки в отсутствие зондирующего излучения внутрен-

няя микроструктура разряда была неразрешима [204; 141; 169; 191; 206]. По-

лученные результаты могут свидетельствовать о наличии микроканальной 

структуры и в других типах газовых разрядов, внешне выглядящих бесструк-

турными [141; 169; 191; 206]. 

В ряде перечисленных исследований были зарегистрированы рентгенов-

ское излучение и высокоэнергичные электроны, генерируемые в разрядах 

[141; 191]. Для объяснения ускорения (убегания) электронов была предложена 

модель [141; 170], согласно которой протекание тока проводимости вызывает 

нагрев и радиальное расширение микроканалов. В результате этого концен-

трация газа и соответственно частота столкновений электронов с нейтралами 

существенно уменьшаются, что обеспечивает условия для генерации потоков 

высокоэнергичных электронов и сопутствующего тормозного рентгеновского 

излучения. 
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В отличие от сильно перенапряженных разрядов [132; 202] предложен-

ный механизм позволяет объяснить генерацию высокоэнергичных электронов 

и РИ в условиях, когда приведенная напряженность поля (отношение напря-

женности электрического поля к концентрации газа) в разрядном промежутке 

существенно меньше критической, необходимой для убегания. 

 

8.2. Описание движения электронов в динамической фрактальной струк-

туре ветвящихся каналов 

В работе [114] Тренкиным А.А. и Рагимхановым Г.Б. (соавторами) 

предложена модель движения электронов в сформировавшейся в разрядном 

промежутке структуре ветвящихся газоразрядных каналов (рис. 4.33). В плос-

кости, перпендикулярной вектору электрического поля E, фрактальное множе-

ство каналов является несвязным, при этом электроны e перемещаются по ка-

налам, оставаясь в пределах своей компоненты связности. В этом случае часть 

состояний в пространстве, в которое вложен фрактальный объект, оказывается 

исключенной для движения.  

 

Рис. 4.33. Модель движения электронов в структуре ветвящихся  

каналов 

В работе [114] авторами показано, что при радиальном расширении ка-

налов концентрация газа и соответственно эффективная частота столкновений 

электронов, снижаются. Для описания движения электронов в этом случае 
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Тренкиным А.А. и Рагимхановым Г.Б. (соавторами), было предложено следу-

ющее дифференциальное уравнение дробного порядка с переменной частотой 

столкновений электронов [114]: 

 ),()()(
0

ttmeEt
m

mt




                                 (4.48) 

где )(
0

t
t
  – дробная производная Капуто (1.28), 10  ,  

  – характерное время процесса, t  – безразмерное (отнесенное к  ) время,   

– доля разрешенных состояний, которая соответствует фрактальной размерно-

сти одномерного канторовского множества, e  и m  – заряд и масса электрона, 

m  – его эффективная частота столкновений, )(t  – скорость движения элек-

трона во фрактальной среде. При дальнейшем рассмотрении в качестве харак-

терного масштаба времени   будем использовать время свободного пробега 

электрона в воздухе атмосферного давления. 

В этом параграфе проведем анализ движения электронов в структуре 

ветвящихся каналов на основе численного решения задачи Коши для нели-

нейного дифференциального уравнения с производной дробного порядка 

(4.48). 

Следует отметить, что в случае constm   и 1  уравнение (4.48) пе-

реходит в обычное уравнение, описывающее движение электрона с дрейфовой 

скоростью dr : 

.
m

dr
m

qE


   

При уменьшении   значение дрейфовой скорости электрона снижается, 

что, по-видимому, можно трактовать как рост диссипативного эффекта в точ-

ках ветвления фрактальной структуры [111]. 

Эффективная частота столкновений будет иметь зависимость, обратную 

площади сечения каналов или, что то же самое, квадрату их радиуса. Относи-

тельно зависимости радиуса канала от времени )(tR  в процессе расширения 
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следует отметить следующее. Экспериментальные данные свидетельствуют об 

ударном режиме расширения искровых каналов и микроканалов, по крайней 

мере, на начальной фазе [45; 204]. Случаю классического автомодельного ре-

шения для сильного взрыва в цилиндрической симметрии соответствует зави-

симость [204] 

.)( 2

1

ttR   

Однако ввиду отсутствия универсальных закономерностей расширения 

каналов, особенно с учетом растянутого во времени энерговыделения [45; 

141], представляет интерес исследование динамику переноса электронов в бо-

лее общем виде, когда 

.)( 2



ttR 
 

В этом случае  

,)( 0
  ttm

 
где 0  – частота столкновений в случае отсутствия расширения каналов, при 

этом 10  . Переходя к безразмерной скорости 

dr

V



 , 

уравнение (4.48) запишется в виде 

  ,1)()(
0

  tVttV
t


                                (4.49) 

с начальным условием: 

.1)1( V  

Уравнение (4.49) описывает движение электронов в ветвящейся каналь-

ной системе под действием постоянной силы с учетом трения столкновитель-

ной среды и расширения каналов. 
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Поскольку аналитическое решение уравнения (4.49) в случае   найти 

не удалось, для ряда значений   и   в области [1, ]D T  построим численное 

решение задачи Коши для дифференциального уравнения с дробным произ-

водным Капуто (4.49). 

Пусть функция ),( Vtf  непрерывна по всем аргументам в замкнутой об-

ласти D . Следовательно, существует константа 0 consttM , что во всей об-

ласти D  имеют место неравенства MVtf ),( . 

В области D  для функции ),( Vtf  выполняется условие Липшица по ар-

гументу V , т. е.  

                 

1 2 1 2 2 1

2 1 2 1
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f t V f t V t V t V t V t V

t V V V V
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

   



         

   
              (4.50)

 

При выполнении условия (4.50) задача (4.49) имеет единственное реше-

ние )(tVV  . 

Для построения численного решения задачи (4.51) в области D  введем 

по переменной t  равномерную сетку с шагом 0 : ,...}2,1,0,1{  nntn  . 

Обозначим через )( ntV  точное решение задачи (4.48), а через )( ntyy   – 

приближенное решение в точке ntt  . 

Воспользовавшись аппроксимацией дробной производной (2.18), урав-

нение (4.51) заменим следующим разностным уравнением: 
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                   0 0 , 0,1, 2, ...y u n   

Тогда численное решение задачи (4.49) можно найти по явным рекур-

рентным формулам: 
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На рис. 4.34 представлена зависимость скорости электронов от расстоя-

ния для )( ntV , 7.0  при различных значениях параметра  , полученная по 

рекуррентным формулам (4.50). 

Значение безразмерного параметра 310t  соответствует пройденному 

пути порядка сантиметра в воздухе атмосферного давления при уровне элек-

трических полей десятки смкВ/ . Такие условия характерны для лабораторных 

разрядов. При этом, важно отметить, что на рассматриваемых длинах, если 

параметр дробной производной больше 2 , график решения практически 

перестает зависеть от  . В этом случае из-за того, что происходит быстрое 

расширение каналов, электроны будут двигаться без столкновений.  

 

Рис. 4.32. Зависимость числа ячеек )(N , необходимых для покрытия множе-

ства микрократеров на поверхности плоского электрода, от размера ячейки  

для разных импульсов: символы – вычисленные значения, линии – интерпо-

ляция по методу наименьших квадратов 

Таким образом, в зависимости от режима расширения каналов соответ-

ствующее снижение эффективной частоты столкновений электронов частич-

но или полностью компенсирует воздействие силы трения.  
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На рисунке 4.35 представлены графики зависимостей скорости элек-

тронов от расстояния при различных значениях параметра фрактальной раз-

мерности  , которые показывают на диссипативное влияние фрактальной 

структуры. Как мы видим из рисунка 4.35, с уменьшением параметра фрак-

тальной размерности   происходит возрастание диссипативного влияния 

фрактальной структуры. 

Следует отметить, что несколько иной подход к определению закона 

уменьшения эффективной частоты столкновений электронов, был предложен 

в [113], где были получены близкие по смыслу результаты. 

 

Рис. 4.34. Зависимость скорости электронов от расстояния 

для различных   (𝛼 = 0,7) 
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Рис. 4.35. Зависимость скорости электронов от расстояния 

для различных   ( 1 ) 

 

Выводы 

Представлен краткий обзор результатов экспериментальных исследова-

ний микроструктуры искрового разряда в воздухе атмосферного давления в 

промежутке острие–плоскость. 

В работах [5;170] методом теневого фотографирования установлено, что 

канал разряда представляет собой совокупность большого количества микро-

каналов. Зарегистрирована динамика микроструктуры канала разряда на вре-

менах от единиц до десятков наносекунд, включающая развитие микроканалов 

от острия вглубь разрядного промежутка, ветвление, расширение микрокана-

лов, формирование общего фронта ударной волны искры и его движение. 

Установлено, что микроструктура автографов разряда носит фрактальный ха-

рактер и определены значения ее фрактальной размерности. 

Численно исследованы процессы движения электронов в ветвящихся 

фрактальных столкновительных структурах расширяющихся каналов. Постро-
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ен алгоритм численного решения задачи Коши для уравнения (15). Проведен 

вычислительный эксперимент по анализу полученных численных решений. 

Построены графики зависимостей скорости электронов от расстояния при раз-

личных значениях параметра дробной производной. 

На основе проведенного вычислительного эксперимента в работе [114] 

показано, что решения соответствуют обобщенному режиму движения элек-

тронов, описывающий переход от дрейфового движения к ускоренному. Эф-

фект роста скорости электронов реализуется за счет снижения их эффективной 

частоты столкновений в результате расширения каналов. 

Установлено, что с ростом фрактальной размерности и степенного пока-

зателя, характеризующего быстроту расширения каналов, скорость электронов 

возрастает. 
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Глава V. Исследование процессов теплопроводности во фрактальных и 

пористых средах 

Широкий класс математических моделей различных нелокальных физи-

ческих процессов описывается дифференциальными уравнениями в частных 

производных дробного порядка, которые для случая двух аргументов имеют 

вид: 

),(
),(

),(
),(

txf
x

txu
txC

t

txu


















,                      (5.1) 

где 0 0, ,0),(  txC . 

При разработке математических моделей подобные уравнения дополня-

ются соответствующими начальными и краевыми условиями. Соответственно 

решением уравнения (5.1) будет функция двух переменных – это время t  и 

пространственная переменная x . Уравнение (5.1) при соответствующих 

начальных и краевых условиях является математической моделью двумерной 

динамической системы. В вид уравнения (5.1) входят нелокальное уравнение 

теплопроводности ( 21,10   ) и нелокальное волновое уравнение  

( 21,21   ). 

            В работе [99] авторы исследовали модель диффузионно-дрейфового 

транспорта  носителей заряда в полупроводниковом слое с фрактальной 

структурой под действием продольного переменного электрического поля, 

описываемая дифференциальным уравнением с частной дробной производной. 

В работе [99] авторы показали, что в слоях с фрактальной структурой имеют 

место уширение и асимметрия пространственно-временных ´распределений 

носителей заряда и установили, что при определенных условиях наблюдается 

эффект удвоения частоты осцилляций заряда во внешнем переменном элек-

трическом поле. 

В этой главе проведем исследование нестационарных процессов тепло-

проводности, включающие эффекты памяти через производную дробного по-

рядка.  
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§ 1. Исследование нелокальных процессов промерзания одномерным 

уравнением теплопроводности с производной  

дробного порядка по времени 

 

Задача Стефана описывает явления тепломассопереноса в средах с фазо-

вым переходом, сопровождающимся выделением или поглощением тепла. 

Большой прикладной интерес представляет обобщение задачи Стефана для 

сред, в которых не выполняется принцип локального равновесия, что приво-

дит к необходимости учета особенностей теплопереноса на межфазной грани-

це с учетом нелокальных эффектов по времени (эффект памяти) [6; 75; 179] и 

по пространству (эффект пространственных корреляций) [75; 179]. Одно из 

направлений обобщения неравновесной термодинамики связано с развитием 

концепции фрактала. Процессы переноса тепла в этом случае могут быть опи-

саны на основе дифференциальных уравнений в производных дробного по-

рядка [13].  В этом параграфе проведем сравнительный анализ пространствен-

но – временных полей, получающихся при варьировании дробного параметра 

α для производной по времени (производная Капуто). В дальнейшем сопо-

ставление с экспериментальными результатами позволит определить данный 

коэффициент для различных грунтов [31;36]. 

1.1. Математическая постановка задачи 

Влажная фрактальная структура находится с некоторой постоянной тем-

пературой  в талом состоянии. Внезапно в начальный момент времени на 

поверхности устанавливается температура , которая ниже температуры за-

мерзания . При этом с некоторой переменной толщиной  образуется 

промерзший слой. Нижняя подвижная граница имеет всегда температуру за-

мерзания , а на границе происходит фазовый переход, на что требуется теп-

лота фазового перехода . При этом верхняя граница талой зоны имеет по-

0T

сT

ЗT )(tf

ЗT

fQ
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стоянную температуру замерзания, а нижняя–температуру грунта на большой 

глубине. 

В качестве математической модели процесса промерзания во фракталь-

ных структурах рассмотрим следующую задачу: 
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где , плотность грунта,  – безразмерные время 

и координата, – характерные время и масштаб,
 

– без-

размерный коэффициент температуропроводности, – 

коэффициент температуропроводности,  – количество тепла, выделяемое 

или поглощаемое в процессе таяния льда или замерзания воды, постоянные 

температуры ,  ),(
0

txT
t
 частная дробная производная Капуто 

(2.18). 

Как известно, при поиске аналитических решений дробных дифферен-

циальных уравнений возникают большие трудности. Поэтому в настоящее 

время при решении дробных дифференциальных уравнений применяют как 

аналитические, так и численные методы. 
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Унифицированным методом приближенного решения дифференциаль-

ных уравнений, применимым для широкого класса уравнений математической 

физики, является метод конечных разностей (или метод сеток).  

1.2. Численное исследование математической модели 

Для решения задачи (5.2), (5.3) методом сеток вводим равномерную сет-

ку по пространственной переменной 

 

и неравномерную сетку по времени  

. 

Для дробной производной Капуто имеет место аппроксимация (2.4)  
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а для производной 
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Шаг по времени  нужно выбрать таким образом, 

чтобы за этот временной промежуток (от  до ) граница фазового пере-

хода сдвинулась ровно на один шаг пространственной сетки. Тогда, восполь-

зовавшись разностной аппроксимацией дробной производной (5.4), можно за-

писать  

                     (5.6) 

Воспользовавшись (5.4, 5.5), получим следующую разностную схему: 
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            (5.7) 

где  – граница фазового перехода. 

Тогда разностная схема второй части уравнения будет иметь вид: 
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Проведем дискретизацию граничного условия в случае   

, 

т. е.  

. 

Таким образом, 

     .                (5.9) 

Шаг по времени зависит от температуры. Поэтому поле температуры 

можно определить методом простой итерации.  

Результаты и их обсуждение. Для анализа полученного решения нами 

были выбраны начальные условия, типичные для зимнего промерзания, и взя-

ты табличные теплофизические характеристики: глубина грунта 𝐿 = 0,3 м; 

теплофизические характеристики промерзшей зоны грунта: 
Км

Вт


 7,21 , 

, ; теплофизические характеристики 

  

 

, , ,1,...,2,1

, 2                                                         

)2(

1

*111
*

1
1,1

1
,1

1
1,12

1

11
1

0
,1

1
,1

зmmcm

n
m

n
m

n
m

knkn

n

k

k
m

k
m

n

TTTTmm

TTT
h

D

ttTT































*mm 

)(tx 

1

1
,21,2

2
1,1,1

1
)2(

****
















n

n
f

mmmm th
Q

h

TT

h

TT






1

1
1,2

2
1,1

1
)2(

**
















n

n
f

зmmз th
Q

h

TT

h

TT






)2())()(( 1,2211

12

1
** 















зmmз

nf
n

TTTT

thQ

3
1 /917 мкг )/(20901 КкгДжa 



150 
 

талой зоны грунта: 
Км

Вт


 6,02 , , 

; характерные температуры: , , , теплота 

фазового перехода , влажность грунта  .  

На рис. 5.1 приведены графики численного решения задачи при различ-

ных значениях параметра α в произвольно выбранный момент времени t = 130 

000 с. Как видно из рис. 5.1, в точке замерзания (0 ℃) температурная зависи-

мость претерпевает излом, причем с уменьшением показателя дробной произ-

водной точка замерзания лежит ближе к поверхности. 

 

Рис. 5.1. Графики численного решения задачи (1), (2) при различных значени-

ях параметра   в момент времени t = 130 000 с 

На рис. 5.2 и 5.3 приведены графики зависимости температуры от вре-

мени на глубинах 0,0015 м и 0,075 м при различных значениях параметра 

дробной производной. Как видно из рисунков, промерзание на глубине 0,0015 

м происходит практически сразу, в то же время на глубине 0,075 м при любом 

значении   температура достаточно долго держится выше точки замерзания. 

В обоих случаях даже незначительное уменьшение α приводит к существен-

ному замедлению скорости охлаждения, что характерно для сред с фракталь-

ной структурой [75]. В таблице приведены моменты времени, соответствую-

3
2 /1000 мкг )/(42202 КкгДжa 

KT 2930  KTЗ 273 KTc 268

кгДжQф /1032,3 5 кгкгw /1
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щие фазовым переходам, для различных координат при значениях параметра 

1  и 9.0 . Данные для 1  и 9.0  соответствуют функциональной 

зависимости 2/100015.0)( tt   и 45.00002.0)( tt   соответственно. Таким 

образом, фазовую границу можно задать функциональной зависимостью 

2/)()(  tt  , где 10  . 

 x, м 0,0015 0,0030 0,0045 0,0060 

 t, c 93 296 606 1023 

 t, c 154 545 1190 2105 

Для скорости движения межфазной границы, согласно обобщенному 

условию Стефана, имеем следующее выражение: 

      
   𝑡  

 

      
∫

     

      

 

 

𝑑  
      (

 

 
  )

 (  
 

 
)

 𝑡 
 

 . 

Таким образом, скорость движения фазовой границы является функцией 

зависящей от времени и параметра производной дробного порядка. Фазовая 

скорость  при .  

 

Рис. 5.2. Графики зависимости температуры от времени на глубине 0.0015 м в 

различные моменты времени и при различных значениях параметра   и Тс = –

5 °С 

1

9.0

0V t
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Выводы 

В этом параграфе на основе классической модели Стефана построена 

математическая модель процессов промерзания с учетом особенностей тепло-

переноса на межфазовой границе, учитывающая эффекты памяти и фракталь-

ность среды. Разработан алгоритм и создана программа численного решения 

задачи Стефана с оператором дробного дифференцирования. Оценены функ-

циональные зависимости движения межфазной границы для обобщенного 

условия Стефана в зависимости от значения дробного параметра α. Установ-

лено, что переход к дробным производным позволяет описать замедление 

процесса промерзания грунта относительно классического решения. 

 

Рис. 5.3. Графики зависимости температуры от времени на глубине 0.075 м 

при различных значениях параметра   и Тс = –5 °С 

 

§ 2. Численное исследование нелокальных процессов неизотермической 

фильтрации во фрактальных средах с памятью 

Фундаментальные вопросы, связанные с исследованиями движения 

жидкости в пористых средах, актуальны на сегодняшний день, что подтвер-
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ждают многочисленные исследования в этой области [3; 11; 12; 41; 66; 76; 

187]. Как указано в работах [11; 12; 76; 187], особенности многофазных пори-

стых структур приводят к сложной природе явлений тепломассопереноса, для 

которых характерны нелокальные эффекты памяти, сильных пространствен-

ных корреляций и самоорганизации.  

Для нелинейного закона Дарси имеет место следующее уравнение 

( , , , )v gradP F v P T





   , 

где  скорость фильтрации,  давление,  температура, параметр, 

характеризующий свойства флюида и пласта,  некоторая нели-

нейная функция, зависящая от этих параметров. В известных монографиях [3; 

41; 66] приведены конкретные уравнения нелинейного закона Дарси. В моно-

графии [3] приведены решения конкретных задач неизотермической фильтра-

ции, установлена пороговая связь между скоростью фильтрации и градиентом 

давления. Как отмечено в работе [76], закон Дарси имеет более сложную при-

роду, выходящую и за рамки нелинейной фильтрации.  

Как указано в [11], при разработке математических моделей процессов 

переноса в сложных системах нельзя использовать традиционные методы. В 

этом случае актуальными являются модели, описывающие дробными диффе-

ренциальными уравнениями. При этом параметр дробной производной позво-

ляет учитывать нелокальности по времени (эффект памяти), по координате 

(пространственные корреляции), приводящие к проявлению процессов само-

организации [11; 12; 76; 187].  

В качестве математической модели неизотермической фильтрации во 

фрактальных средах в работах [34;138] исследована следующая задача.  

Задача. В области  найти решение краевой за-

дачи для системы дифференциальных уравнений неизотермической фильтра-

ции с дробной производной по времени  

v P T 

),,,( TPvF

}0  ,0:),{(  tLrtrD
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где ),(
0

txT
t
  – производная Капуто (1.28), ,10   P  – давление, T  – тем-

пература, 0),( TPDP  и 0),( TPDT  – заданные функции, зависящие от давле-

ния и температуры,   – коэффициент изотермической сжимаемости,   – ко-

эффициент теплового расширения, r  – радиальная координата, пл  – коэф-

фициент теплопроводности пласта, гр  – коэффициент теплопроводности 

внешнего пласта, 00,TP  – начальное давление и температура, 
**,TP  – дав-

ление и температура на границе области. 

2.1. Численный метод решения краевой задачи 

Краевую задачу для системы (5.10)–(5.14) будем решать численным ме-

тодом. Для этого в области }0,0:),{(
__

конttLrtrD   введем сетку:  

 .
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с шагом h  по r  и   по t . Здесь ],0[ .конt  – временной отрезок.  

Для производной T
t


0

  имеет место разностная аппроксимация (2.4) 
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Для производных целого порядка 

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где 
2

),(),( 1 nmPnmPn
m

trDtrD
g


  , 

2

),(),( 1 nmTnmTn
m

trDtrD 
  . 

С учетом соотношений (5.15), (5.16) и (5.17) получим следующую раз-

ностную схему с весами, аппроксимирующую задачу (5.10)–(5.14).  
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1,
n n

K KP P                                                (5.22) 

где 
1 2

( , )    – вектор числовых параметров.  

Будем предполагать, что градиент температуры в граничном пласте 
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В случае, когда )0,0( , систему (5.18), (5.19), (5.20) можно привести к 
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Легко
 
проверить, что достаточные условия хорошей обусловленности 

системы (5.24) при фиксированном  выполняются. Система разностных 

уравнений (5.24) совместно с краевыми условиями (5.21), (5.22), (5.23) при 

фиксированном  имеет единственное решение и его можно найти методом 

прогонки.  

 

 

n

n
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2.2. Сходимость разностной схемы 

Сходимость разностной схемы докажем методом замороженных коэф-

фициентов. 

Разностную схему (5.18), (5.19), (5.20) запишем в операторном виде 
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Разрешимость уравнений (5.25), (5.26) относительно 
1nP  и 

1nT экви-

валентна обратимости операторов AE  )2(1   и 

BE  )2(2  .  

Собственные значения матриц А и B положительные, т. е. 

0)(,0)(  kk BA  , расположим их в порядке возрастания 

121 ...  N . Положительность собственных значений следует из то-

го, что матрицы А и B трехдиагональные и Kmg n
m

n
m ,...,1,0  ,0   ,0    Опера-
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торы AE  )2(1   и BE  )2(2   будут обратные, если по-

требовать 0)()2(1 1  kA 
, 0)()2(1 2  kB 

 k = 1, 

2, …, N–1, где 0)(,0)(  kk BA   собственные числа операторов А и B.  

При каждом n решения ),( nm
n

m trPP  и ),( nm
n

m trTT   можно пред-

ставить в виде: 

          






1

1

)()(),(
K

s
msnsnm rtctrP  ,      






1

1

)()(),(
K

s
msnsnm rtdtrT  .             (5.28) 

Здесь )( ns tc  и )( ns td  – коэффициенты Фурье функций ),( nm trP , 

),( nm trT  соответственно. Подставляя (5.28) в уравнения (5.18), (5.19) и учи-

тывая, что )())((
, mssmrrs rr    и )(rs  линейно-независимые [111], по-

лучим  
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(5.29) 

где 
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n = 0, 1, …, N–1, S = 1, 2, …, K–1. 
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Система уравнений (5.29) при каждом s представляет собой систему 

разностных уравнений относительно )()(
ns

n tcc   и )()(
ns

n tdd  . Чтобы 

найти единственное решение, зададим начальные условия ),()0( 0
ss Pc  , 

),()0( 0
ss Td  . 

Из уравнений (15) получим  
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           (5.30) 

Учитывая (5.30), решение 
1n

mP  и 
1n

mT задачи запишем в виде  
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где  
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Обозначая 
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получим, что  

                               ,
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m PPP                                                             (5.31)   
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1 .
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n
m mmT T T
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                                        (5.32) 

В силу ортонормированности базиса  s  получаем 
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Следовательно, 
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Потребуем выполнения условий  
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Условия (5.35) и (5.36) эквивалентны условиям  
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Из (5.35) и (5.36) при любом s = 1, 2, …, M–1 следуют неравенства: 
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Оценим функции 
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Для этого потребуем выполнения условий 
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 (5.38)  

где 10 1   , 10 2   , 1, 2, ..., 1s M  . Отсюда следует выполнение усло-

вий (5.37). Из (5.38) получим  
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 Теперь оценим функции 
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Отсюда следует   
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Следовательно,  
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Тогда, воспользовавшись оценками (5.33), (5.34), (5.39), равенствами 

(5.31), (5.32) и свойствами нормы, окончательно получим оценки: 
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TT .             (5.39.1)   

Отсюда следует, что разностная схема (5.18)–(5.20) устойчива. Кроме 

того, легко проверить, что она аппроксимирует задачу (5.10)–(5.13) с поряд-

ком )( 2 hO . Следовательно, справедлива: 

Теорема 5.1. Если для разностной схемы (5.18)–(5.20) выполнены усло-

вия (5.39.1), то решение этой разностной схемы сходится к решению диффе-

ренциальной задачи (5.10)–(5.13) с порядком сходимости )( 2 hO .
 
 

В качестве примера рассмотрим случай, когда начальное давление 

2.10),0( rP , начальная температура (0, ) 28.1T x  , а на границах пласта 

давление и температура задаются равенствами ( , 0) 1.4P t  , ( , ) 1.4P t L  , 

( , 0) 9T t  , ( , ) 9T t T  .  

Выводы 

На рис. 5.4, 5.5 приведены графики распределения давления и темпера-

туры в зависимости от координаты радиуса пласта. Как видим на рис. 5.4, 5.5, 

при переходе к дробным производным происходит локализация зоны высоко-

го давления и температуры и уменьшение максимума давления и температу-

ры. И при этом точка максимума смещается вправо. На рис. 5.6, 5.7, изобра-

жены графики изменения забойного давления и температуры в зависимости от 

времени. Как видно на рис. 5.6, 5.7 при переходе к дробным производным дав-

ление и температура со временем падает быстрее. Такая динамика изменения 

давления и температуры свойственно фрактальным средам. 
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Как известно [76], во фрактальных средах, в отличие от сплошных сред, 

все физические процессы протекают медленнее. Во фрактальных средах для 

движения частицы не все направления доступны, то есть случайно блуждаю-

щая частица удаляется от места старта медленнее. Замедление процессов теп-

ломассопереноса и фильтрации во фрактальных средах настолько существен-

но, что физические величины начинают изменяться медленнее первой произ-

водной, и учесть этот эффект можно только в интегрально-дифференциальном 

уравнении, содержащем производную по времени дробного порядка. 

 

Рис. 5.4. Динамика изменения давления в пласте в зависимости от координаты 

по радиусу пласта (1 – при , 2 – при ) 

 

Рис. 5.5. Динамика изменения температуры в пласте в зависимости от коорди-

наты по радиусу пласта (1 – при , 2 – при ) 

1 8.0

1 8.0
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Рис. 5.6. Динамика изменения давления в пласте в зависимости от времени
 

при различных значениях параметра дробной производной  

(1 – при , 2 – при ) 

 

Рис. 5.7. Динамика изменения температуры в пласте в зависимости от времени 

при различных значениях параметра дробной производной  

(1 – при , 2 – при ) 

 

§ 3. Исследование нелокальных процессов теплопроводности 

 для полуограниченного тела с учетом эффектов памяти и простран-

ственных корреляций 

Этот параграф  посвящен исследованию теплопроводности для полуо-

граниченного тела с фрактальной структурой, когда на одной из границ задан 

1 8.0

1 8.0
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тепловой поток. В качестве математической модели исследована краевая зада-

ча для уравнения теплопроводности с граничными условиями второго рода и 

дробными производными Капуто по времени и Рисса по пространственной пе-

ременной. 

3.1. Математическая постановка задачи 

В основе классической теории теплопроводности лежит локальный за-

кон Фурье, который связывает вектор теплового потока q   с градиентом тем-

пературы 

                                    gradTq  ,                                                  

где  -теплопроводность твердого тела. В сочетании с законом сохранения 

энергии      

                                             
divq

n

T
c 





               

где  - плотность массы, c - теплоемкость, закон Фурье (1) приводится к па-

раболическому уравнению теплопроводности  

                                             
Ta

t

T






,                                                           (5.40) 

где  )/( ca  - коэффициент температуропроводности.      

        В работе Денг и Ге [54] изучали теплоперенос в фрактальной среде, ис-

пользуя дробное уравнение Гельмгольца вида: 

                         
),(),(

),(),( 2

2

2

2

2

yxfyxTk
y

yxT

x

yxT



















, 

где 
1

2

1
 

.   

        Хе и Лиу использовал дробную версию закона Фурье  [54] 

                                            q
x

T








2 .                                                    (5.41) 

         Математически переход от детерминированного представления модели 

теплопереноса к ее фрактальному описанию может быть осуществлен с помо-

щью аппарата дробного дифференцирования и интегрирования [172, 210]. В 
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частности, для математической формализации характеристик фрактальных 

сред используют производные дробного порядка по пространственным коор-

динатам, а для представления эффекта памяти — дробную производную по 

времени. 

Рассмотрим обобщение уравнения (5.40) на дробные порядки производ-

ных 

          
),,(),(

2
00


 TDaT
x

R
t

 ,0,0                                              (5.42) 

где ds
s

sT
T t

t 















0

/

0
)(

),(

)1(

1
),( - частная дробная производная Капуто, 

dz

z

zT

d

d
T

x
DR


















0
12

),(

2

2

)22(
2

cos)22(2

1
),(

2
0 













 

–частная дробная произ-

водная Рисса на полуоси [115], 1
2

1
,10   , ),( T - температура, 

00 /,/ xxtt   - безразмерные время и координата,  00, xt - характерное вре-

мя и координата, 
2
00 / xtaa  - безразмерный коэффициент температуропро-

водности.  

Исследуем случай, когда на одной из концов области задан тепловой по-

ток, то есть рассмотрим граничное условие второго рода 

                          0),(  :0
0

2  c
R qTD  




,                                  (5.43) 

где 

Q
qc 

, 


S

P
Q

 удельная мощность поверхностного тепловыделения, 

2/ мВт , P мощность теплового источника, Вт , S - площадь нагреваем грань 

области, 2м . Будем предполагать, что другая граница области существенно 

удалена от градиентной зоны и на этой границе устанавливается температура, 

равная температуре окружающей среды      

                                     0
),(

,),( 0 











T
TT .                                     (5.44)   
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Задачу дополним начальным условием   0  ,),( 00 TT .         

3.2. Решение задачи 

        Задачу (5.42)- (5.44) будем решать путем сведения этой задачи к задаче с 

граничными условиями первого рода. Согласно равенству (5.41) имеем:  

                                       

),(),( 0
2  


 TDq R .                                             (5.45)    

Для дробной производной Рисса выполняется равенство (1.45): 

                 

  ),(),(( 2
000  






 TDTDD RRR  .                                        (5.46)  

Продифференцируем левую и правую части уравнения (5.42). Тогда 

уравнение  примет вид: 

                        

   ),(),( 2
0000  









 TDDaTD RRR  .                           (5.47)  

Воспользовавшись равенствами (5.45) и (5.47) задачу (5.42)- (5.44), пере-

пишем в виде:  

),(),(
2
00  



 qDaq R ,                                                                     (5.48) 

,0)0,( q  

,),0( cqq  .0),(  q
                                                                                      

 (5.49) 

Пусть функция ),( q – непрерывна в области ],0[),0( TD  , причем 

],0[),(/ TLq  . Тогда для 10   производная ),(0 
qD  существует и по-

чти всюду на ],0[ T  и имеет место представление 

ds
s

sqq
qD tRL
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


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 
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),( ,                              (5.50) 

где ds
s

sxq
qDRL



















0
0

)(

),(

)1(`

1
),( – дробная производная Римана-

Лиувилля.  

Так как 0)0,( q , то равенство (5.50) примет вид: 
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
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 
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С учетом (5.51), задача (5.48) и (5.49) перепишется в виде:  

  
),(),(

2
00

  qDaqD
x

R
t

RL  .                                                                (5.52)  

,0)0,( q  

,),0( cqq  .0),(  q                                                                           (5.53) 

Далее, решение задачи (5.52) и (5.53) найдем с помощью преобразова-

ний Фурье и Лапласа. Совершая косинус-преобразования Фурье по простран-

ственной переменной и Лапласа по времени, для образа получим выражение: 
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Имеем [12]: 
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где 





0
1,

)1(
)(

n

n

n

z
zE


  – функция Миттага-Лефлера. 

Учитывая (5.55), равенство (5.54) можно записать в виде: 

      

.))(1(),(
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2
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1 


 dkaEekqpkq p
c 


                                     (5.56) 

Применяя обратные косинус преобразования Фурье, для оригинала 

функции получим выражение: 
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Исследуем вопрос о единственности решения (5.57). Пусть  ),(1 q  и  

),(2 q  решения задачи (5.52) и (5.53), то есть ),(),(
2
00

 
ix

R
it

RL qDaqD    и 

удовлетворяют граничным условиям ,0)0,( iq  ,),0( ci qq   .0),(  iq  

2,1i . И пусть ][),(),,( 21 DCqq  ,  ][),(),,( 1,2
21 DCqq  . Обозначим 

через ),(),(),( 21  qqq  . Тогда согласно принципу максимума имеем:  

                         0),(max),(max 


 qq
D

,                                                 (5.58) 

                         0),(min),(min 


 qq
D

.                                                  (5.59) 

Из равенств (5.58), (5.59) следует, что 0),( q  в  области D , то есть 

),(),( 21  qq  . Чтобы найти решение ),( T  подставим в выражение 

(5.45) вместо функции ),( txq  соответствующее выражение из (5.57) и приме-

ним к обеим частям оператор дробного интегрирования Рисса. 
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где  
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 - дробный интеграл Рисса.      

   

3.3. Результаты и обсуждение 

На рисунках 5.8 и 5.9 приведены графики решения (5.60) при различных 

значениях параметров дробных производных    и  .  

Как видно из рисунков 5.8 и 5.9, пространственные корреляции и эффек-

ты памяти оказывают различное влияние на окончательное решение. При 

уменьшении показателя пространственной производной (β) наблюдается уско-

рение процессов теплопроводности без существенного влияния на характер 

пространственных и временных зависимостей. В то время как уменьшение по-

казателя временной производной (α) приводит к существенному замедлению 
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процессов, меняя при этом характер нелинейности временных зависимостей.   

 

     a)      b) 

  

c)      d) 

Рис. 5.8. Графики распределения температуры в полуограниченном теле в раз-

личные моменты времени при: а) 2,1   , b) 7.1,1    , c) 

,2,7.0    d)
 

7.1,7.0   . Для всех случаев ,1
2

с

м
a    

2
8.1

м

Вт
qc  ,

Км

Вт


 5.2 , KT  3000  . 

Выводы 

В этом параграфе на основе классической модели теплопроводности для 

полуограниченного тела построена математическая модель теплопроводности, 

учитывающая эффекты памяти и пространственные корреляции. Построены 
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графики зависимости температуры от пространственной координаты и време-

ни. При переходе к дробной производной по времени, происходит замедление 

процесса теплопереноса с изменением характера временной зависимости. Та-

ким образом, переход к дробным производным позволяет исследовать сверх-

медленные процессы теплопереноса, что характерно средам с фрактальной 

структурой.  

 

a)      b) 

 

c)      d) 

Рис. 5.9. Температурные зависимости от времени в полуограниченном теле 

при: а) 2,1   , b) 7.1,1    , c) ,2,7.0    d) 7.1,7.0   . Для 

всех случаев ,1
2

с

м
a    

2
8.1

м

Вт
qc  ,

Км

Вт


 5.2 , KT  3000  . 
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§ 4. Исследование нелокальных процессов  конвективного  

теплообмена с внешней средой для полуограниченного 

 тела с учетом эффектов памяти 

Этот параграф  посвящен исследованию процессов конвективного теп-

лообмена с внешней средой на одном конце области с учетом эффектов памя-

ти.  

4.1. Математическая постановка задачи 

          Если существует область S, в которой необходимо решить определенное 

модельное уравнение (в данном случае уравнение диффузии тепла), где dS 

отмечает границу с окружающей средой (обычно жидкостью), то граничное 

условие Робена определяется как взвешенная комбинация граничных условий 

Дирихле и Неймана, а именно 

     g
n

T
baT 



 , (5.61) 

где a и b – ненулевые константы, 
n

T




 нормальная производная к границе. 

     В области ]1,0[S  условия Робена имеют вид: 

 
 

 tg
n

tT
btaT ,0

,0
,0 




 , (5.62) 

 
 

 tg
n

tT
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


 , (5.63) 

имея в виду, что в конце домена 
n

T




 меняет знак. 

Если условие Робена применяется к изолированной границе G, то сумма 

диффузионного и конвективного потоков равны нулю. 

 
 

  0,
,

, 



 tGg

n

tGT
btGaT , (5.64) 

      Теплопроводность с конвективным потоком на границе. Учитывая 

конвективный теплообмен на границе, то граничное условие Робена 



174 
 

определяет тепловой поток q как взвешенную комбинацию граничного 

условия Ньютона ( h - коэффициент теплообмена с размерностью  KмВт 2
) 

                                           )( 0TThq f  ,                                                 (5.65) 

а также на основе классической теории теплопроводности, согласно закону 

Фурье: 

                                    gradTq   .                                               (5.66)     

В (5.65) через fT  обозначена температура жидкости, а 0T  – температура на 

границе раздела жидкость-твердое тело, т.е. при 0x . 

      Для полубесконечной среды, которая проявляет нелокальные во 

времени свойства переноса тепловой энергии с начальной температурой 0T   и 

 0t , применяется однородное граничное условие Робена (5.64): 

                                           0)( 0  TThgradT f .                                  (5.67)    

            В качестве математической модели данного процесса исследуем в об-

ласти }0,0:),{( TtxtxD   уравнение теплопроводности с  дробной 

производной Капуто по времени: 

                   
),,(),(

2

2

0 txT
x

atxTt



 ,0,0  xt                                (5.68) 

где ),(0 txTt
 - частная дробная производная Капуто (1.28), ,10  , ),( txT

- температура, a -  коэффициент температуропроводности.  

         Вводя безразмерную временную шкалу, производную Капуто можно 

представить в виде: 

                             ds
s

sxT

t
xT t

t 











0

/

0

0
)(

),(

)1(

11
),( .                           

         Тогда уравнение (5.68) перепишется в виде: 

                    
       

),,(),(
2

2

0  xT
x

axTt



 ,0,0  x                     (5.69) 
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где  

0ata  .         

   Здесь 
0ata 

 

имеет размерность 
2м , учитывая, что в (5.68) размерность 

коэффициента температуропроводности a  равна см2 . 

  То есть безразмерность влияет только на временную переменную. 

Однако, имея в виду, что в полубесконечной среде нет характерного масштаба 

длины, можно рассмотреть результаты работ [166], где масштаб длины в 

таком случае уравнения дробной диффузии может быть определен как 

atx 0  с размерностью длины  м . Для значения параметра дробной 

производной 1  мы получаем масштаб длины как в классическом 

уравнении диффузии. На этой основе мы можем определить переменную 

подобия 


 atx , которая для значения параметра дробной производной  

1  соответствует переменной подобия Больцмана .atx  

         Для полной постановки задачи, зададим начальное и краевые усло-

вия:     

                                     0)0,( TxT  ,      sTT ,0 ,                                           (5.70)    

         0][
),0(





sf TTh

x

T 
 ,   0

),(
  ,),( 0 






x

T
TT


 ,          (5.71) 

4.2. Решение задачи 

           Теорема. Пусть выполняются условия )()(),( 0,10,2 DCDCxT  ,  

)(),(0 DCtxut  , тогда  для решения задачи (5.69)-(5.71) справедлива априор-

ная оценка: 

                              )(

2
2

00
2

00
2

0 




















 

fx T
h

xTMTDT



 .                       (5.72) 

где constM  , которая зависит от входных данных задачи.                                                                                                     
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       Доказательство. Пусть ,....2,1,  iconstMi , которые зависят от входных 

данных. Умножая уравнение (5.69) скалярно на ),( T , получим: 

                                      ),(),,(),(),,(0 
 xTxTxTxT xx ,                (5.73) 

где  


0

),( ghdxhg ,  ),(
2

0
ggg  , для заданных на  ),0[   функций.   

      Преобразуем каждое из слагаемых равенства (5.73), используя  неравен-

ство Коши с     [2].                                                                            

       


 



0 0

2

00
2
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1
,









 


TTdssTTdxTT s ;                (5.74)                        

  

 
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0

0
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)],0([),0(                                                
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xxxxx

TTTTdxTT
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






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




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 .

    (5.75)   
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
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
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ff

ffx

T
h

TMT
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TT
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T
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TT
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TTT
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

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
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
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  (5.76)                                                    

        Подставляя (5.74), (5.75), (5.76) в (5.73), получим: 

                            

2
2

03
2

0

2

00
2

1

2

1








 fx T

h
TMTT




 .                            (5.77)                                 

        В неравенстве (5.77) применим к обеим частям оператор дробного диф-

ференцирования 


0D . Тогда на основании леммы 2 [2] получим оценку: 

                        ,)(

2

0
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004
2

00
2

0 







 

fx T
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DxTMTDT






                        (5.78) 

или же 

                              )(

2
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0 
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















 

fx T
h

xTMTDT



 ,                     (5.79)     

 где  зависящая от входных данных.                      constM 
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        Из оценки (5.79) следует единственность и устойчивость решения задачи 

(5.69)-(5.71) по начальным данным.                

         Решение задачи (5.69)-(5.71) будем находить операционным методом. 

Применим по переменной   преобразования Лапласа. Тогда уравнение  для 

изображения с учетом начального условия будет иметь вид: 

                                0),(),( 0

1
// 



T
a

p
pxT

a

p
pxTL



.                                (5.80)    

Граничные условия для изображения примут вид: 

                              0),(   ,0),0(),0(/ 







 pTpT

p

T
HpT LL

f
L ,                (5.81) 

где 


h
H    - относительный коэффициент теплообмена. 

           Для уравнения (5.80) характеристическое уравнение имеет вид: 

                                           02 
a

p
 .                                                        (5.82) 

         На основе корней характеристического уравнения (5.82) и частного ре-

шения по правой части, общее решение уравнения (5.80) запишется в виде:    

                                   021

1
),( T

p
eCeCpxT

x
a

p
x

a

p

L 




.                        (5.83) 

     Из второго граничного условия следует: 

                          ),exp()exp(),(0 21 
a

p
CC

a

p
pTL



                  

т.е.  01 С . Физически это означает, что температура на бесконечно большом 

расстоянии не изменится за все время процесса теплообмена.  Постоянную 2С   

найдем из левого граничного условия: 

                                       ,02
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2 







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откуда  
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





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
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
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H
p

TT
С c

1
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0
2 . 

      Тогда окончательно для изображения решение можно записать в виде: 

                              .
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                                 (5.84) 

Преобразуя равенство (5.84), получим: 
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Имеют место равенства: 
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(5.85)                                                  
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Здесь  )( 2/

2/,2/



 zE  - функция Миттаг-Леффлера (1.12),  а  







  2/,1,

2




 t -  

функция Райта (1.16).                                  

           Воспользовавшись равенствами (5.85) и (5.86), для оригинала выраже-

ния 
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             На основе равенства (5.87), воспользовавшись свойством свертки Лапла-

са функций, решение задачи запишется в виде:   
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  (5.88)     

                                                                               

Рис. 5.10. Графики зависимости температуры от координаты при различных 

значениях параметра дробной производной.       

4.3. Анализ решения 

 В случае, когда коэффициент теплообмена h  очень большое число, то

. Тогда из граничного условия (5.71) следует, что , то 

есть температура конца стержня сразу становится равной температуре окру-

H constTT c ),0( 
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жающей среды. Таким образом, получаем краевую задачу с граничными усло-

виями первого рода. 

На рис. 5.10 и 5.11 приведены графики зависимостей температуры от 

координаты и времени при различных значениях параметра дробной произ-

водной. Как видно из рисунков, при переходе к дробной производной по вре-

мени происходит замедление процесса теплообмена за счет температуры сре-

ды, что характерно фрактальным структурам с памятью.            

 

           

Рис. 5.11. Графики зависимости температуры от времени при различных зна-

чениях параметра дробной производной, 1- 5.0 , 2- 7.0 , 3- 1 .      

Продифференцируем выражение для изображения (5.84) по координате 

и получим: 
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Тогда, если положить 0x , получим:              
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      Воспользовавшись равенством:      

         

dte
n

aH
TTH

a

p

H
ap

TT

x

pT

pt

n

n

c

cL


 





 





























0 0

2/

0

2/1

0

)12/(

)(
)(                                              

1
1

),0(



 




 

запишем  выражение для оригинала: 
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        Следовательно, плотность теплового потока равна: 

                              )()( 2/
1,2/0


  aHETTbq c .         

               

Рис. 5.12. Графики зависимости плотности теплового потока от времени при 

различных значениях параметра дробной производной, 1- 5.0 , 2- 7.0 , 3- 

1 . 
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           Как видно из рисунка 5.12, плотность потока тепла в первые моменты 

максимальна, а затем постепенно уменьшается, стремясь к нулю при  . 

При этом, с уменьшением порядка производной по времени данный процесс 

замедляется. В начальный момент плотность теплового потока максимальна и 

равна    )( 0max TTbq c  .      
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Глава VI. Исследование температурных и барических закономерностей 

изменения теплопроводности горных пород 

Мониторинг и прогноз температурного поля в призабойной зоне имеет 

большое значение на всех этапах подготовки, бурения и эксплуатации любой 

скважины и для решения многих задач, связанных с изучением и освоением 

земных недр [46;171;188]. Все это накладывает дополнительные требования к 

моделям, описывающим температурные поля, включая глубокое понимание 

тепловых свойств горных пород в целом и их эффективной теплопроводности 

в частности.  

Как известно, процесс переноса тепла в твѐрдых телах с упорядоченной 

кристаллической структурой имеет волновую природу, что приводит к обрат-

но пропорциональной зависимости теплопроводности   от температуры, в то 

время как процесс переноса тепла в твѐрдых телах с аморфной структурой 

имеет активационный характер [131; 144;175;176] и 5.0T  [164]. В неупо-

рядоченных кристаллических твѐрдых телах массы атомов и их силовые кон-

станты беспорядочно меняются от узла к узлу, что вызывает ослабление фо-

нонных процессов рассеяния тепловых волн. Это в совокупности с влиянием 

границ блоков и дефектов кристаллической решѐтки приводит к достаточно 

сложному характеру температурной зависимости эффективной теплопровод-

ности [158]. Тем не менее, анализ множества экспериментальных и теоретиче-

ских работ (см. [147; 148] и ссылки в них) показывает, что температурная за-

висимость эффективной теплопроводности большого класса соединений и в 

первую очередь горных пород хорошо описывается степенным законом 

 nTconstT )( ,                                  (6.1) 

где показатель степени n  меняется в пределах от –0.5 до +0.5. 

С другой стороны, на эффективную теплопроводность горных пород 

существенно влияет гидростатическое давление [104]. При построении бари-

ческих зависимостей эффективной теплопроводности горных пород (см., 
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например, [197; 193]) обычно применяется линейная аппроксимация после не-

которого давления (~ 100 МПа) без учета влияния давления на температурную 

зависимость. Несмотря на удовлетворительное согласие при достаточно высо-

ких давлениях, этого может быть недостаточно при рассмотрении тепловых 

процессов, происходящих в диапазоне от атмосферного до 200 МПа.  

В этой главе на основе проведенных исследований по теплопроводности 

горных пород в достаточно широком диапазоне температур 273 К – 523 К и 

давлений до 400 МПа, характерных для природных условий, выведены эмпи-

рические уравнения для расчета теплопроводности горных пород. Как указано 

в [147; 148], исследования проводились абсолютным стационарным компенса-

ционным методом плоских пластин на установке, состоящей из камеры высо-

кого газового давления Unipress типа NMR-10, газового компрессора высокого 

давления GCA-10 Unipress (Польша), воздушного термостата с электронной 

регулировкой температуры до 0,1 К и измерительной ячейки. В качестве пере-

дающей давление среды использовался газ аргон с низкой теплопроводностью  

 Все экспериментальные данные, которые используем в работе, 

получены лабораторным путем под руководством доктора технических наук 

Эмирова С.Н., были результатами докладов на Всероссийских и Международ-

ных научно-практических конференциях и опубликованы в работах [32], [120], 

[121], [122], [123], [124], [129],[151], [152], [153],[154].      

 

§ 1. Исследование температурных и барических  

закономерностей изменения теплопроводности песчаников 

Для проведения эксперимента по температурной и барической зависи-

мости теплопроводности были взяты природные образцы мелкозернистого 

песчаника и мергеля из месторождений Республики Дагестан. Песчаник был 

взят из месторождения на глубине залегания 4495–4900 м, а мергель – из Сух-

окумского нефтегазового месторождения (скважина № 22) на глубине залега-

0.018 .
Вт

м К
 


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ния 3815 м. Песчаник имеет пористость %7K  и плотность 

3/31028.2 мкг , а мергель – пористость 11.3 %K   и плотность 

3 32.57 10 /кг м   . В табл. 6.1 приведены экспериментальные значения теп-

лопроводности в зависимости от температуры и давления [123]. 

Таблица 6.1. Теплопроводность песчаника и мергеля  
мК

Вт


  в зависимо-

сти от температуры и давления 

T, К 
Давление, МПа 

0.1 50 100 150 200 250 300 350 400 

песчаник 

273 2.05 2.21 2.23 2.26 2.27 2.277 2.283 2.288 2.292 

323 1.93 2.14 2.15 2.18 2.19 2.20 2.21 2.215 2.22 

373 1.84 2.059 2.10 2.12 2.13 2.14 2.15 2.155 2.16 

423 1.766 2.02 2.04 2.06 2.08 2.09 2.097 2.104 2.109 

473 1.702 1.94 2.00 2.02 2.035 2.044 2.052 2.059 2.065 

523 1.647 1.92 1.95 1.97 1.98 2.004 2.013 2.02 2.026 

Мергель 

273 1.63 1.82 1.98 2.04 2.07 2.09 2.11 2.13 2.15 

323 1.75 1.93 2.10 2.16 2.19 2.21 2.23 2.25 2.27 

373 1.85 2.03 2.20 2.27 2.30 2.32 2.34 2.36 2.38 

423 1.94 2.12 2.30 2.37 2.40 2.42 2.44 2.46 2.48 

473 2.02 2.21 2.39 2.46 2.49 2.5 2.53 2.55 2.57 

523 2.10 2.29 2.47 2.55 2.58 2.60 2.62 2.645 2.66 

 

Для вывода эмпирического уравнения для расчета теплопроводности 

представим уравнение (6.1) в виде 

 

)(

0
0 ),(),(

Pn

T

T
PTCPT 








 ,      (6.2) 
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где   ),(),( 00 PTPTC  .                              (6.3) 

При этом показатель n в степенном законе – безразмерная величина, ко-

торая зависит только от давления и не зависит от выбора фиксированной тем-

пературы T0, а коэффициент C имеет размерность теплопроводности и зависит 

от выбора T0. Кроме этого, следует особо отметить, что при точном выполне-

нии степенного закона (6.1) и достаточно низкой погрешности эксперимента 

коэффициент C полностью определяется значением теплопроводности при 

температуре, выбранной в качестве фиксированной (T0).  

Значения коэффициентов моделируются на основе экспериментальных 

значений, приведенных в табл. 6.1. Согласно табл. 6.1 нам известны дискрет-

ные значения ),(, jiji PT  , полученные с определенной погрешностью. Ко-

эффициенты jС  и jn , зависящие от давления, будем искать следующим обра-

зом. Обозначим через 

     
)/ln(

)/ln(

1

1




ii

ii
i

TT
r


, 

  jn
i

i
i

TT
g

0

0

/

/
 , 1, 2, ...i                      (6.4) 

где ir  и iq  – безразмерные величины. Тогда имеем 

 

i
ij r

N
n

1
, 

i
ij g

N
С

1
,                                  (6.5)   

где N – объем выборки. Значения jС  и jn  для песчаника приведены в табл. 

6.2. 

Таблица 6.2. Значения коэффициентов jС  и jn  для песчаника согласно 

(6.4) 

jn  –0.34 –0.22 –0.21 –0.21 –0.21 –0.20 –0.20 –0.19 –0.19 

jС  0.997 1.076 1.09 1.104 1.111 1.11 1.114 1.116 1.118 

 

Значения jС  и jn  для мергеля приведены в таблице 6.3. 
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Таблица 6.3. Значения коэффициентов jС  и jn  для мергеля согласно 

(6.4). 

jn  0.39 0.354 0.34 0.344 0.339 0.337 0.334 0.335 0.328 

jС  1.00 1.115 1.216 1.25 1.269 1.28 1.293 1.304 1.318 

 

 

  а)      б) 

Рис. 6.1. Барические зависимости коэффициентов для песчаника:  

а) C (T0 = 273 K), б) n  

             

         а)      б) 

Рис. 6.2. Барические зависимости коэффициентов для мергеля:  

а) C (T0 = 273 K), б) n  

Результаты вычисления барических зависимостей C (в единицах тепло-

проводности) и n по формулам (6.3) и (6.4) для рассмотренных выше экспери-
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ментальных зависимостей ),( PT  песчаника и мергеля представлены на рис. 

6.1 и 6.2 соответственно.  

Как видно из рисунков, давление в обоих случаях приводит к нелиней-

ному росту теплопроводности горной породы. При этом наиболее интенсив-

ный рост происходит в области до 100 МПа, а далее рост теплопроводности 

ослабевает.  

        Следует особо отметить, что давление влияет на температурную зависи-

мость теплопроводности песчаника. Как мы видим из рис. 6.1б, если при P = 

0.1 МПа 335.0n , то начиная с Р = 100 Мпа P рост значение п ослабевает. 

         Коэффициенты )(Pn  и )(PС  будем аппроксимировать в виде 

                                         aPbPn  ln)( ,                                                 (6.6) 

                                         dPсPC  ln)( ,                                                 (6.7) 

где коэффициенты a , b , c  и d  определяются методом наименьших квадратов 

по экспериментальным данным. Для песчаника получаем 

028.1  ,0147.0 0.0172,b  ,293.0  dca .  

Ошибка аппроксимации  

__

( )

0.1762
100 % 1.96 %

9
n PA    ,   

__

( )

0.02878
100 % 0.32 %

9
C PA    . 

Так как ошибки аппроксимации меньше 7 %, то данные уравнений (6.6) 

и (6.7) хорошо согласуются с экспериментальными данными. Индекс детер-

минации:  

981.0
0169.0

00031.0
12

)( PnR , 

985.0
0118.0

000175.0
12

)( PCR . 

Определим статистическую значимость коэффициента детерминации по 

критерию Фишера. Число параметров уравнения 1m .  Тогда 11 mk ,  

711912  mNk . Найдем критическое значение критерия: 
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                        59.5)05.0,7,1(),,( 21  криткрит FkkF  . 

         Найдем фактические значения критерия для уравнений (6.6) и (6.7), в 

случае песчаника: 

273.467
1

1
)05.0,7,1(),,(

2

2

)(.21)(. 






m

mN

R

R
FkkF PCфактPCфакт  ,        

0943.700
1

1
)05.0,7,1(),,(

2

2

)(.21)(. 






m

mN

R

R
FkkF PnфактPnфакт  .     

Поскольку критфакт FF . , то коэффициенты детерминации статистически 

значимы.  Следовательно, точность подбора уравнений высокая.        

Тогда уравнение (6.2) в случае песчаника можно записать в виде 

 

0.0172 ln( ) 0.293

0

0

( , ) (0.0147 ln 1.028) .

P

T
P T P

T
 

 

 
     

 
    (6.8) 

Для мергеля получаем ,373.0a  0.00663b  ,  07.1  ,0367.0  dc . 

Ошибка аппроксимации  

__

( )

0.0684
100 % 0.76 %

9
n PA    , 

__

( )

0.1479
100 % 1.64 %.

9
C PA     

Так как ошибки аппроксимации меньше 7 %, то данные уравнений (6.6) 

и (6.7) хорошо согласуются с экспериментальными данными. Индекс детер-

минации:  

958.0
00248.0

000104.0
12

)( PnR , 

924.0
0788.0

00597.0
12

)( PCR . 

 Определим статистическую значимость коэффициента детерминации по 

критерию Фишера. Число параметров уравнения 1m .  Тогда 11 mk ,  

711912  mNk . Критическое значение критерия равно: 
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                        59.5)05.0,7,1(),,( 21  криткрит FkkF  . 

         Найдем фактические значения критерия для уравнений (6.6) и (6.7), в 

случае мергеля: 

6455.45
1

1
)05.0,7,1(),,(

2

2

)(.21)(. 






m

mN

R

R
FkkF PCфактPCфакт  ,        

0005.196
1

1
)05.0,7,1(),,(

2

2

)(.21)(. 






m

mN

R

R
FkkF PnфактPnфакт  .     

Поскольку критфакт FF . , то коэффициенты детерминации статистически 

значимы.  Следовательно, точность подбора уравнений высокая.     

Исследованы зависимости )(Pn  и )(PC  для песчаника и мергеля из ме-

сторождений Республики Дагестан.  Для зависимости )(Pn  и )(PC  были вы-

браны логарифмические регрессии. Оценены их параметры методом 

наименьших квадратов. Статистические значимости уравнений проверены с 

помощью коэффициента детерминации и критерия Фишера. Установлено, что 

параметры модели статистически значимы. Полученные оценки уравнений ре-

грессии позволяют использовать его для прогноза.  

Тогда уравнение (6.2) в случае мергеля можно записать в виде: 

0.00663 ln( ) 0.373

0

0

( , ) (0.0367 ln 1.07) .

P

T
P T P

T
 

  

 
     

 
    

 (6.9) 

На рис. 6.3 приведены графики зависимости теплопроводности песчани-

ка и мергеля от температуры при различных значениях давления согласно 

уравнениям (6.8) и (6.9) и экспериментальным данным, приведенным в табл. 

6.1. Как мы видим из рис. 6.3, экспериментальные данные хорошо согласуют-

ся с эмпирическими согласно (6.8) и (6.9). 

Выводы. Таким образом, абсолютным стационарным методом измерена 

зависимость теплопроводности песчаника и мергеля от гидростатического 

давления до 400 МПа в области температур 273–523 К. Результаты показали, 

что температурная зависимость теплопроводности на всем барическом диапа-
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зоне следует степенному закону nT~ . Барическая зависимость проявляет 

резкий нелинейный рост до 100 МПа, сопровождающийся существенным из-

менением значения степенного показателя. 

В обоих случаях вместе с экспериментальными точками приведены кри-

вые, полученные в соответствии со степенным законом (6.2) и коэффициента-

ми C и n, рассчитанными из экспериментальных данных по (6.4). 

 

Рис. 6.3. Зависимость теплопроводности песчаника а) и мергеля б) от темпера-

туры при различных давлениях 

1.1. Вклад водонасыщения в температурно-барическое поведение 

эффективной теплопроводности песчаника различной  

упорядоченности 

Рассмотрим процессы воздействия различных факторов (температуры, 

давления, водонасыщения) на эффективную теплопроводность песчаников 

различной пористости и степени упорядоченности, что является актуальным 

на всех этапах подготовки, бурения и эксплуатации любой скважины и во 

многих задачах, связанных с изучением и освоением земных недр.  

Измерения проводились в условиях газонасыщения и водонасыщения. 

Проведем сравнительный анализ температурных зависимостей )  523273( К  

эффективной теплопроводности четырѐх выбранных образцов песчаника. Два 
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из них имеют превалирующее кристаллическое упорядочение: образец 1 – из 

месторождения Кочубей (Республика Дагестан, плотность 
32.27 /г см   и по-

ристость 7 %k  ) и образец 2 – из месторождения Солончак (Республика Да-

гестан, плотность 
32.18 /г см   и пористость 13 %k  ). А два – близкую к 

аморфной: образец 3 – из месторождения Тюменской сверхглубокой скважи-

ны (плотность 3/29.2 смг , пористость 11%k  ) и образец 4 – из месторож-

дения Буйнакск (Республика Дагестан, плотность 
32.17 /г см   и пористость 

16.2 %k  ).  

Вопросы, связанные с оценкой, мониторингом и прогнозированием тем-

пературного поля в призабойной зоне пласта, привлекают возрастающее вни-

мание в связи с интенсификацией освоения земных недр. Одним из ключевых 

в этой связи является поведение эффективной теплопроводности горных по-

род в условиях залегания [171; 188; 199].  

Таблица 6.4. Сводные данные 

№ образца 1 2 3 4 

Месторож-

дение 

Кочубей, 

Республика 

Дагестан 

Солончак, 

Республика 

Дагестан 

Тюменская 

сверхглубо-

кая скважи-

на 

Буйнакск, 

Республика 

Дагестан 

 0.07 0.11 0.13 0.16 

 (г/см
3
) 2.27 2.29 2.18 2.17 

n0 (газона-

сыщенный, 

аргон) 

– 0.32 + 0.32 – 0.21 + 0.43 

n0 (водо-

насыщен-

ный) 

– 0.26 + 0.29 – 0.19 + 0.05 
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P = 0.1 МПа, T = 300 K 

 (Вт/мК) 1.98 2.33 2.69 0.63 

s (Вт/мК) ~ 2.1 ~ 2.7 ~ 3.2 ~ 0.8 

aq (Вт/мК) 2.32 2.49 3.75 2.26 

В табл. 6.4 приведены сводные данные по образцам со значениями эф-

фективной теплопроводности  , оценочной теплопроводности твѐрдой мат-

рицы s  и эффективной теплопроводности в условиях водонасыщения aq  

при температурах 300 К и 500 К. 

Для выявления основных закономерностей совокупного воздействия 

давления, температуры и водонасыщения на эффективную теплопроводность 

  нами были проведены исследования ряда образцов песчаников, взятых с 

различных месторождений (см. табл. 6.1).  

Экспериментальные температурные зависимости эффективной тепло-

проводности для двух давлений – атмосферного и 250 МПа – в условиях газо – 

и водонасыщения для рассмотренных образцов 1–4 представлены на рис. 6.4 

a–c соответственно.  

Как было показано в ряде наших работ [120; 121; 151], температурная 

зависимость эффективной теплопроводности большого класса соединений в 

достаточно широком температурно-барическом диапазоне хорошо описывает-

ся степенным законом (6.1).  

Линии на рис. 6.4 построены в соответствии с вычисленными методом 

наименьших квадратов коэффициентами, и, как видно из рисунка, степенная 

зависимость величины эффективной теплопроводности от температуры вы-

полняется с очень хорошей точностью для каждого образца при любом фик-

сированном давлении. 

Степенной показатель n  в этом случае является объективным парамет-

ром, не зависящим от выбранной системы единиц и свидетельствующим о ме-
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ре упорядоченности исследуемой породы. Его барическая зависимость пред-

ставлена на рис. 6.5.  

Применив (6.1) к текущей (T) и фиксированной 0T  температурам, мы 

можем перейти к 

  
 Pn

T
T

T
PTPT 










0
0 0

1)0,(),(  ,                         (6.10) 

где   1
)0,(

),(

0

0
0


T

PT
PT




 .                                                                            (6.11) 

                   

Рис. 6.4. Температурные зависимости эффективной теплопроводности для об-

разцов 1–4 :  – 0.1 МПа,  – 250 МПа, открытые символы соответствуют во-

донасыщению, закрашенные газонасыщению. 

 

В случае сильно упорядоченных (монокристаллических) и полностью 

аморфных материалов зависимость  часто близка к линейной. Когда  PT0

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исследуются комплексные многокомпонентные структуры, к которым отно-

сятся и осадочные горные породы, эта зависимость, особенно на начальном 

участке, носит сильно нелинейный характер. Это, скорее всего, связано с 

уменьшением пористости.  

 

           Рис. 6.5. Барическая зависимость степенного коэффициента n.  

Открытые символы соответствуют водонасыщению, закрашенные газонасы-

щению 

Барические зависимости  300 К P , согласно (6.11), для исследованных 

образцов 1–4 приведены на рис. 6.4. Подставляя их вместе с приведѐнными на 

рис. 6.5 барическими зависимостями )(Pn  и приведѐнными в табл. 6.2 значе-

ниями эффективной теплопроводности для газонасыщенного   и водонасы-

щенного aq  песчаников в выражение (6.10), можно вычислить значения эф-

фективной теплопроводности во всѐм исследуемом диапазоне.  

Существует множество моделей, описывающих теплопроводность пори-

стых композитных материалов и горных пород, как основанных на упрощѐн-

ной геометрии компонент и пор, так и эмпирических. В приложении к реаль-

ным горным породам все они имеют достаточно ограниченный диапазон при-

менения в связи с сильной вариативностью и сложностью объектов. Тем не 

менее, даже относительно простые модели дают возможность, исходя из изме-
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ренной эффективной теплопроводности при атмосферном давлении и извест-

ной пористости, оценить теплопроводность твѐрдой матрицы .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6.6. Барические зависимости  PT0
  для КT 3000  . Открытые символы 

соответствуют водонасыщению, закрашенные – газонасыщению 

 

Результаты, полученные с помощью модели Рассела с учѐтом относи-

тельной малости теплопроводности аргона (что при атмосферном давлении 

выполняется для всех образцов во всѐм температурном диапазоне) также 

представлены в табл. 6.4. Они достаточно хорошо согласуются как с другими 

адекватными моделями, так и с барическими зависимостями, представленны-

ми на рис. 6.6. Действительно, если аппроксимировать  для 

 газонасыщенных образцов прямой линией, то ее пересечение с 

осью ординат даѐт приращение, соответствующее . 

                                               ,                                  (6.12) 

s

 PT0


150P МПа

   /s

3/2

3/2

1

1









s
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Водонасыщенные песчаники, как и ожидалось, демонстрируют суще-

ственно меньшую барическую зависимость  PT0
  и )(Pn  (в нашем случае 

исключение составил третий образец). Существенно более высокая плотность 

и теплопроводность и значительно меньшая сжимаемость жидкости относи-

тельно газа сглаживают эффекты, связанные с уменьшением пористости с 

приложением давления. Но (опять-таки за исключением третьего образца) 

неожиданным оказалось, что значение эффективной теплопроводности при 

водонасыщении для атмосферного давления выше соответствующей величины 

s . То, что теплопроводность воды в нашем температурно-барическом диапа-

зоне не превышала ~ 0.7 Вт/мК, говорит о невозможности рассмотрения пес-

чаника в виде двухкомпонентной системы «твѐрдая матрица/флюид». Дей-

ствительно, теплопроводность различных твѐрдых составляющих песчаника 

сильно варьируется, и, вероятно, следует рассматривать более сложную мно-

гокомпонентную модель, учитывающую влияние смачивания на теплопровод-

ность границ блоков. Тем не менее, полученные эмпирические оценки уже мо-

гут быть использованы в расчѐтах и находятся в полном соответствии с ре-

зультатами, представленными в недавних работах других авторов [171; 199].  

Температурная зависимость разности между эффективной теплопровод-

ностью водонасыщенного и сухого песчаников   aq  при тех же PT-

условиях представлена на рис. 6.7.  

Как видно из рисунка, значения , как и PT-поведение данной величи-

ны, сильно различаются для всех образцов.  

Показано, что для песчаников с аморфизированной структурой одно-

временное увеличение температуры и давления может привести к достаточно 

существенному суммарному вкладу, который должен быть принят во внима-

ние. Обнаружена возможность аномального влияния водонасыщения на эф-

фективную теплопроводность аморфизированных песчаников.  


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Для образца 4 (с самой малой эффективной теплопроводностью сухого 

песчаника) наблюдается максимальное значение   с очень малой темпера-

турной и практически отсутствующей барической зависимостью. Образец 2 (с 

максимальным в нашем случае значением эффективной теплопроводности су-

хого песчаника), напротив, демонстрирует малую величину   с сильной 

температурной зависимостью. Более того, данная зависимость кардинально 

различается при приложении даже относительно небольшого давления (20 

МПа). При высоких давлениях величина   имеет отрицательный знак во 

всѐм очерченном диапазоне (275–523 K) и возрастает с температурой, в то 

время как при атмосферном давлении она является положительной при низких 

температурах, убывает с температурой и претерпевает инверсию знака при-

мерно при 500 К.  

                

Рис. 6.7. Температурные зависимости разности между эффективной теп-

лопроводностью водонасыщенного и газонасыщенного песчаников при тех же 

PT-условиях. Открытые символы соответствуют давлению 250 МПа, закра-

шенные – атмосферному 
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Зависимость  при 300 K и 500 K от пористости представлена на рис. 

6.8. Из представленных данных рано делать обоснованные статистические вы-

воды, но они дают основание для дальнейшего сравнительного анализа.  

При более распространѐнной для песчаников поликристаллической упо-

рядоченности, при которой , совокупным PT-воздействием, как уже от-

мечалось рядом авторов [154; 156], часто действительно можно пренебречь 

ввиду взаимной компенсации. Это видно из рис. 6.4(a–c), где 

. В то же время для аморфной 

упорядоченности (где ) суммарное воздействие обоих факторов может 

оказаться существенным (см. рис. 6.4b; 6.4d).  

                 

Рис. 6.8. Зависимость разности между эффективной теплопроводностью водо-

насыщенного и газонасыщенного песчаников при тех же PT-условиях для 300 

K (закрашенные символы) и 500 K (открытые символы) от пористости  

 

§2. Исследование температурной и барической зависимости  

теплопроводности гранитов 

Для проведения эксперимента по расчету теплопроводности гранита в 

зависимости от температуры и давления взяты природные образцы четырех 

гранитов: месторождение Республика Дагестан, глубина залегания 3020–3090 

м, плотность 
33.2 /г см  , пористость 1%k   (образец 1); месторождение 



0n

)250,500450()1.0,300( MPaKMPaK  

0n
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Кольский полуостров, поверхностные отложения, плотность 

3/57.254.2 смг , пористость 1 2 %k    (образцы 2–4). Измерения теп-

лопроводности проводились абсолютным стационарным методом. Экспери-

ментальные данные по теплопроводности двух образцов гранита приведены в 

таблицах 6.5 и 6.6 [120; 123;150;155]. В работе [163] исследована теплопрвод-

ность гранитов при высокой температуре. 

Таблица 6.5. Теплопроводность 
Kм

Вт


,  гранита из месторождения 

Кольский полуостров плотностью 
32.54 2.57 /г см   , пористостью 

1 2 %k    в зависимости от температуры и давления  

T, К 
Давление, МПа 

0.1 25 50 100 150 200 250 

Гранит из месторождения Кольский полуостров плотностью 

32.54 /г см  , пористостью 1%k   

273 2.14 2.3 2.35 2.39 2.42 2.45 2.48 

323 2.08 2.207 2.25 2.29 2.34 2.38 2.42 

373 2.04 2.14 2.195 2.235 2.275 2.31 2.35 

423 2.0 2.1 2.14 2.17 2.21 2.25 2.3 

473 1.96 2.06 2.09 2.13 2.16 2.2 2.23 

523 1.93 2.02 2.06 2.09 2.12 2.15 2.18 

Гранит из месторождения Кольский полуостров плотностью 

32.57 /г см  , пористостью 2 %k   

273 2.0 2.06 2.11 2.16 2.2 2.25 2.3 

323 1.92 1.98 2.02 2.07 2.12 2.17 2.22 

373 1.85 1.93 1.972 2.02 2.07 2.12 2.16 

423 1.8 1.87 1.90 1.94 2.0 2.04 2.1 

473 1.75 1.81 1.85 1.89 1.95 1.995 2.05 

523 1.71 1.77 1.81 1.85 1.9 1.94 1.984 
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Таблица 6.6. Теплопроводность  и теплоемкость  гра-

нита месторождение Республика Дагестан, глубина залегания 3020–3090 м, 

плотность , пористость  в зависимости от температуры 

T, К 
Kкг

Дж
c


,  

Kм

Вт


,  смa /10 26  

300 600 3.39 1.78 

320 621 3.243 1.665 

340 635 3.111 1.57 

360 646 2.991 1.475 

380 655 2.881 1.39 

400 663 2.782 1.312 

420 668 2.691 1.238 

440 674 2.603 1.180 

460 680 2.528 1.128 

480 685 2.455 1.085 

500 690 2.387 1.04 

520 695 2.323 1.01 

540 699 2.264 0.973 

560 704 2.207 0.942 

580 708 2.155 0.920 

600 712 2.105 0.900 

620 716 2.059 0.885 

640 719 2.014 0.873 

660 722 1.970 0.860 

680 725 1.931 0.850 

700 728 1.892 0.840 

 

Kм

Вт


,

Kкг

Дж
c


,

33.2 /г см  1%k 
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Экспериментальные данные будем аппроксимировать в виде:   

            

)(

0
.0 ),(),(

Pn

прив
T

T
PPT 








  .                     (6.13) 

Здесь ),( .0 привP – зависимость теплопроводности от давления, 

),( 0000 PT  , 
0

.
P

P
Pприв  ,   .)( привPPn   – барическая зависимость по-

казателя степени, 
0

1




 T

 , T  – приращение теплопроводности при 

постоянном давлении, )/(ln(65.0 00 P  .  

В равенстве (6.13) зависимость теплопроводности от давления 

),( .0 привP  представима в виде 

        



 









0
000.0 1),(),(

P

P
PTPприв ,                    (6.14)  

где 

0

2




 P
 ; P  – приращение теплопроводности при постоянной тем-

пературе.  

Величины и  имеют физический смысл. Как мы видим, они равны 

отношениям приращения теплопроводности при постоянной температуре и 

постоянном давлении к  соответственно. Параметры  и  определяют 

опытным путем согласно экспериментальным данным.  

Тогда, если (6.14) подставим (6.13), получим 

)(

00
000 1),(),(

Pn

T

T

P

P
PTPT 





















 .                  (6.15)  

Следует отметить, что в рассматриваемом диапазоне давлений атмо-

сферное давление 0.1 МПа близко к нулевому и им можно пренебречь.  

На рис. 6.9 приведены графики зависимости теплопроводности четырех 

образцов гранита от температуры. На графиках сплошными линиями изобра-

 

0 1 2
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жены зависимости теплопроводности четырех образцов гранита от температу-

ры согласно уравнению (6.14), а кружочками – согласно экспериментальным 

данным. Как видно на рис. 6.9, экспериментальные данные хорошо согласу-

ются с теоретическими данными, полученными согласно уравнению (6.15). 

      

             a)       b) 

 

                         c)                        d) 

Рис. 6.9. Графики зависимости теплопроводности гранита от температуры со-

гласно экспериментальным данным и уравнению (6.15) для образцов 1, 2, 3 и 4 

[a), b), c) и d)] соответственно 

В равенстве (6.15) барическая зависимость показателя степени стремит-

ся к константе при высоких давлениях, то есть constPn )(  при P . 

Для образца гранита с плотностью 
3/204.3 смг  при постоянном давле-

нии получаем, что 687.0)( Pn .  
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На рис. 6.10  приведены графики зависимости теплопроводности грани-

та от давления. На графике сплошной линией изображена зависимость тепло-

проводности гранита от давления согласно уравнению (6.15), а кружочками и 

четырехугольниками – согласно экспериментальным данным. Как видно на 

рис. 6.10, экспериментальные данные хорошо согласуются с теоретическими 

данными, полученными согласно уравнению (6.15) при постоянной темпера-

туре. 

  

Рис. 6.10. Графики барической зависимости теплопроводности при постоян-

ной температуре для образца 1 с плотностью 33.204 /г см 
 

Для расчета теплоемкости гранита в зависимости от времени при P = 0.1 

МПа получено следующее эмпирическое уравнение: 

 
























2

00
0)(

T

T
d

T

T
baсTс ,                            (6.16) 

где 
Ккг

Дж
с


 6000 ; KT  3000  ;     𝑑 – параметры уравнения. 
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В частности, для образца 1 с плотностью 
3/204.3 смг  (глубина зале-

гания 3020–3090 м) значения параметров равны 

189.0 ,044.0 ,144.1  dba .                  (6.17) 

На рис. 6.11 приведены графики зависимости теплоемкости гранита от 

температуры для образца 1 с плотностью 33.204 /г см  . На графике сплош-

ной линией изображена зависимость теплоемкости гранита от температуры 

согласно уравнению (6.16) при значениях параметров (6.17), а кружочками – 

согласно экспериментальным данным. Как видно на рис. 6.11, эксперимен-

тальные данные хорошо согласуются с теоретическими данными, полученны-

ми согласно уравнению (6.17). 

 

Рис. 6.11. Графики зависимости теплоемкости гранита с плотностью 

3/204.3 смг
 
от температуры при давлении 0.1 Мпа 

Оценим границы возможной экстраполяции для гранита. В сторону бо-

лее высоких температур она, по-видимому, правомерна, по меньшей мере до 

окрестностей первого ожидаемого фазового перехода: -перехода кварца, 

где его обычная форма с тригональной симметрией обратимо переходит в дру-

гую форму с гексагональной симметрией. Температура такого перехода со-

ставляет 845 К при атмосферном давлении и возрастает до 945 K при 375 МПа 
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[198]. С другой стороны, необходимо принимать во внимание то, что темпера-

тура плавления (в том числе частичного) сложного композитного соединения 

может понижаться с ростом давления, особенно при существенном флюидо – 

и влагонасыщении. Тем не менее, в очерченном диапазоне давлений (до 400 

МПа) наличие экспериментальной температурной зависимости, снятой при 

атмосферном давлении и достаточно хорошо подчиняющейся степенному за-

кону до ~800–900 К (см., например, [161]), может позволить достаточно 

надежно оценить эффективную теплопроводность во всем диапазоне, исполь-

зуя барические зависимости )(Pn  и ),( 0 P , полученные при более низких 

температурах (~500 К). Большинство экспериментальных зависимостей )(Pn  

и ),( 0 P  также допускают небольшую экстраполяцию в сторону высоких 

давлений [120].  

Выводы. На основании анализа экспериментальных температурно-

барических зависимостей теплопроводности двух образцов гранита, получен-

ных абсолютным стационарным методом, предложено описание, позволяющее 

производить точный расчет теплопроводности во всем рассматриваемом диа-

пазоне с возможной экстраполяцией в ближний регион. Входящие в данное 

описание безразмерные барические функции )(Pn  и ),( 0 P  позволяют сде-

лать вывод о кристаллической упорядоченности образцов [120].  

 

§3. Исследование температурной и барической  зависимости 

 теплопроводности гранулитов 

Для проведения сравнительного экспериментального исследования тем-

пературной и барической зависимости теплопроводности были взяты природ-

ные образцы саксонских гранулитов (Германия), плотностью 

33 /1006.2 мкг , пористостью %1k  и для сравнения – мелкозернистого 

солончака (Республика Дагестан, глубина залегания 5100м) плотностью 

33 /1018.2 мкг , пористостью %13k . 
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Измерения теплопроводности в зависимости от гидростатического дав-

ления до 400 МПа в области температур 273–473 К в камере высокого давле-

ния проводились абсолютным стационарным методом, описанном в работах 

[148; 152]. Передающей давление средой служил газ аргон 











Км

Вт
019.0 . 

Экспериментальные данные теплопроводности гранулитов и мелкозер-

нистого солончака в зависимости от давления и температуры приведены в 

таблице 6.7 [124]. 

Таблица 6.7. Теплопроводность 
Kм

Вт


,  саксонских гранулитов и мел-

козернистого солончака в зависимости от температуры и давления 

T, К 
Давление, МПа 

0.1 50 100 150 200 250 300 350 400 

Гранулит, 33 /1006.2 мкг , 1%k   

273 2.06 2.19 2.27 2.31 2.34 2.37 2.38 2.38 2.38 

323 1.96 2.13 2.19 2.24 2.28 2.31 2.32 2.32 2.32 

373 1.85 2.05 2.11 2.16 2.2 2.23 2.24 2.24 2.24 

423 1.77 1.94 2.04 2.09 2.13 2.15 2.16 2.16 2.17 

473 1.70 1.86 1.96 2.01 2.05 2.06 2.07 2.08 2.08 

523 1.63 1.80 1.90 1.96 2.00 2.01 2.02 2.02 2.03 

Солончак, 33 /1018.2 мкг , %13k  

273 2.75 2.84 2.87 2.89 2.91 2.92 2.93 2.94 2.95 

323 2.65 2.75 2.78 2.80 2.82 2.83 2.84 2.85 2.86 

373 2.57 2.67 2.71 2.73 2.75 2.76 2.77 2.78 2.79 

423 2.51 2.61 2.65 2.67 2.68 2.69 2.70 2.72 2.73 

473 2.45 2.55 2.60 2.62 2.63 2.64 2.65 2.67 2.68 

523 2.40 2.50 2.54 2.57 2.58 2.59 2.61 2.62 2.63 
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Как видим из таблицы, теплопроводность является функцией, зависящей 

от температуры и давления – ),( TP , то есть 

 .( )

0 . .( , ) ( ) прn P

пр прP T f P T   ,                                     (6.18) 

где 
0

.
P

P
Pпр  , 

0
.

T

T
Tпр  , 0 0.1P МПа , 0 273T К . Здесь )( .прPf  и )( .прPn  

– функции, зависящие от давления. 

 Функция )( .прPf имеет вид 
cPb

aP
Pf

пр

пр
пр






.

.
.)( , где , ,a b c  параметры, а 

функция  mпрPdпрPn .1).(  , где d, m – параметры. Значения параметров мо-

делируются на основе экспериментальных данных. Для образцов саксонских 

гранулитов (Германия), плотностью 33 /1006.2 мкг , %1k  значения па-

раметров равны 242.708a , 84.0b , 4.708c , 41.0d , 06.0m . Тогда 

уравнение (6.18) примет вид 

      06.0
.141.0

.
.

.
0

4.70884.0

242.708
),(







 прP

пр
пр

пр
T

P

P
PT  ,                       (6.19) 

где 
Км

Вт


 06.20 . 

Для исследуемых образцов солончака значения параметров равны 

, , , , . В результате 

уравнение (6.18) принимает вид: 

     026.0
.122.0

.
.

.
0

365.1231911.0

276.1231
),(







 прP

пр
пр

пр
T

P

P
PT  ,              (6.20) 

где 
Км

Вт


 75.20 . 

 Ошибка аппроксимации  

__

( )

0.0974
100 % 1.08 %

9
n PA    , 

276.1231a 911.0b 365.1231c 22.0d 026.0m
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__

( )

0.1264
100 % 1.4 %

9
C PA     

Так как ошибки аппроксимации меньше 7 %, то данные уравнения (6.19) 

и (6.20) хорошо согласуются с экспериментальными данными. Индекс детер-

минации 

919.0
00252.0

000203.0
12

)( PnR , 93.0
0677.0

00477.0
12

)( PCR . 

Следовательно, точность подбора уравнений высокая. 

Для обоих образцов на рис. 6.12 и 6.13 приведены зависимости тепло-

проводности от давления при температурах                     и от тем-

пературы при давлениях . Вместе с экспери-

ментальными данными на рис. 6.12 и 6.13 приведены графики зависимостей 

теплопроводности от давления и температуры, полученные по уравнениям 

(6.19) и (6.20) для гранулитов и солончака соответственно. Как видно из ри-

сунков, теоретические данные, полученные на основе уравнений (6.19) и 

(6.20), хорошо согласуются с экспериментальными данными.  

 
  

Рис. 6.12а. Графики зависимости 

теплопроводности гранулита от дав-

ления 

Рис. 6.12б. Графики зависимости 

теплопроводности газонасыщенного 

солончака от давления 

 

Полученные аналитические выражения для теплопроводности (6.19) и 

(6.20) позволят определить теплопроводность саксонских гранулитов и мелко-

МПаМПаМПаP 400,100,1.0   
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зернистого солончака в зависимости от температуры и давления, что поможет 

моделированию процессов теплопереноса и прогнозированию глубинных тем-

ператур, в том числе в призабойной зоне.  

 

 
 

Рис. 6.13а. Графики зависимости 

теплопроводности гранулита от тем-

пературы 

Рис. 6.13б. Графики зависимости 

теплопроводности газонасыщенного 

солончака от температуры 

 

§4. Расчет теплопроводности газонасыщенных аргиллитов 

в зависимости от давления и температуры 

Для исследования температурной и барической зависимости теплопро-

водности аргиллитов взяты природные образцы Сухокумских аргиллитов с 

плотностью , пористостью  и глубиной залега-

ния  Экспериментальные данные теплопроводности аргиллита в 

зависимости от гидростатического давления до 400 МПа в области температур 

273–473 К получены с помощью камеры высокого давления. Эксперимент 

проводился абсолютным стационарным методом. В качестве среды, передаю-

щей давление, был взят аргон ( ) .  

Как было указано выше, теплопроводность есть функция, которая зави-

сит от температуры и давления, , то есть можно представить в виде: 

33 /10626,2 мкг %3,13k

. 39303923 м

Км

Вт


 019.0

),( TP
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 ,                (6.21) 

где ,  и  – функции, 

которые зависят от давления.  

Таблица 6.8. Теплопроводность 
Kм

Вт


,  образцов Сухокумских аргил-

литов в зависимости от температуры и давления. 

Аргиллит, 33 /10626.2 мкг , 13.3 %k   

T, К 

 

давление МПа 

0.1 50 100 150 200 250 300 350 400 

Газонасыщенный  

273 1.55 1.57 1.60 1.61 1.63 1.65 1.68 1.70 1.72 

323 1.60 1.63 1.65 1.67 1.70 1.72 1.75 1.78 1.81 

373 1.65 1.67 1.70 1.73 1.75 1.77 1.80 1.83 1.86 

423 1.69 1.71 1.74 1.77 1.79 1.82 1.85 1.87 1.91 

473 1.73 1.75 1.77 1.79 1.83 1.85 1.87 1.90 1.93 

523 1.76 1.79 1.82 1.84 1.87 1.89 1.92 1.95 1.99 

 

            В формуле (6.21) значение . В случае газонасыщенных 

аргиллитов функцию )( .прPf  будем моделировать в виде 

           
сbP

aP
Pf

пр

пр
пр






.

.
.)( ,                                     (6.22) 

а )( .прPn  – в виде 

m
прпр PdPn )1()( ..  ,                                     (6.23) 

где  – параметры. Значения параметров находим на основе экспери-

ментальных данных. Для газонасыщенных аргиллитов значения параметров, 

)(
..0

.)(),( прPn
прпр TPfTP  

KTМПаP
T

T
T

P

P
P прпр  273 ,1,0 , , 00

0
.

0
.  )( .прPf )( .прPn

Км

Вт


 55,10

mdcba ,,,,
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исходя из экспериментальных данных, равны: 

. Подставляя в (6.21) 

,  и значения параметров, получим 

  .     (6.24) 

Ошибка аппроксимации  

__

( )

0.0974
100 % 1.08 %

9
n PA    ,  

__

( )

0.1264
100 % 1.4 %.

9
C PA     

Так как ошибки аппроксимации меньше 7%, то данные уравнения (6.22) 

и (6.23) хорошо согласуются с экспериментальными данными. Индекс детер-

минации: 977.0
00879.0

000206.0
12

)( PnR , 94.0
0685.0

00405.0
12

)( PCR . 

Следовательно, точность подбора уравнений высокая. 

На рис. 6.14 и 6.15 приведены графики зависимостей теплопроводности 

аргиллитов от давления и температуры. Для газо- и маслонасыщенных образ-

цов аргиллитов приведены зависимости теплопроводности от давления при 

 и при . 

 

Рис. 6.14. Графики зависимости теплопроводности  аргиллитов 

 от температуры. 

015,0,198,0,826,667,884,0,71,667  mdcba

)( .прPf )( .прPn

015,0
. )1(198,0

.
.

.
0

826,667884,0

71,667
),( прP

пр
пр

пр
T

P

P
TP







 

КККT 473 ,373 ,273 МПаМПаМПаP 400 ,100 ,1.0
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Рис. 6.15. Графики зависимости теплопроводности аргиллитов  

от давления 

На рисунках 6.14 и 6.15 совместно с графиками экспериментальных 

данных приведены графики зависимостей теплопроводности от давления и 

температуры, которые получены согласно (6.24) для газонасыщенных аргил-

литов. Как видим из рис. 6.14 и 6.15, теоретические данные, полученные со-

гласно уравнению (6.24), хорошо согласуются с экспериментальными данны-

ми. 

 

§5.  Исследование температурной и барической зависимости  

теплопроводности известняка 

          Для эксперимента были взяты образцы газонасыщенных известняков из 

месторождения  Солтан-Гаша,  Южно-Сухокумск  на глубине залегания 

2685м, с плотностью ρ=2.38∙10
3
 кг/м

3
 и пористостью k=5%. В табл. 6.9 приве-

дены экспериментальные значения теплопроводности в зависимости от темпе-

ратуры и давления [37]. 
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Таблица 6.9. Теплопроводность песчаника и мергеля  
мК

Вт


  в зависимо-

сти от температуры и давления 

Т, 

К 

Р, МПа  

0,1 50 100 150 200 250 300 350 400 

газонасыщенный 

273 1.98 2.23 2.27 2.29 2.30 2.31 2.32 2.33 2.34 

323 1.86 2.11 2.15 2.18 2.19 2.20 2.21 2.22 2.23 

373 1.760 2.01 2.06 2.08 2.10 2.11 2.12 2.11 2.15 

423 1.678 1.93 1.98 2.00 2.02 2.03 2.04 2.05 2.07 

473 1.610 1.86 1.91 1.94 1.96 1.97 1.98 1.99 2.01 

523 1.549 1.80 1.85 1.88 1.90 1.91 1.92 1.93 1.85 

 

            Как мы видим из экспериментальных данных, коэффициент C  и 

показатель n  в уравнении (1) являются функциями, зависящими от давления.  

Таким образом, уравнение (1) можно представить в виде: 

                            

)(

0

0 ),(),(

прPn

пр
T

T
PfPT 








  .                                 (6.25) 

где  1.0 , 0

0

 P
P

P
Pпр , ),(),( 000 прпр PTCPf   .                  

Как мы видим из равенства (6.25),  коэффициент C  и показатель n явля-

ются безразмерными величинами, зависящими от давления и не зависящими 

от выбора фиксированной температуры T0, а функция ),( 0 прPf   имеет размер-

ность теплопроводности.  

На основе экспериментальных данных будем находить дискретные зна-

чения коэффициента C  и показателя n в зависимости от давления и темпера-

туры. Для этого воспользуемся равенствами (6.3) и (6.4).     

         В таблице 6.10  приведены значения  jС  и jn  для газонасыщенного из-

вестняка. 

Таблица 6.10. Значения коэффициентов jС  и jn  для газонасыщенного 

известняка согласно (4). 
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jn  –0.378 –0.324 –0.315 –0.303 –0.294 –0.293 –0.291 –0.29 –0.281 

jС  1 1.123 1.147 1.156 1.162 1.167 1.172 1.177 1.183 

 

Графики барических зависимостей C (в единицах теплопроводности) и n 

по формулам (6.3) и (6.4) для экспериментальных данных ),( PT  газонасы-

щенного известняка приведены на рис. 6.16. Как видно из графиков, давление 

в обоих случаях приводит к нелинейному росту теплопроводности известняка. 

При этом наиболее интенсивный рост происходит в промежутке от 0.1 до 100 

МПа, а далее рост ослабевает.  

 

  а)      б) 

Рис. 6.16. Барические зависимости коэффициентов для газонасыщенного из-

вестняка: а) C (T0 = 273 K), б) n  

Функциональные коэффициенты  )( прPn  и )( прPС  на основе данных, 

приведенных в таблице 6.10, будем аппроксимировать в виде 

                                         aPbPn  ln)( ,                                            (6.26) 

                                         
d

прPсPC )( ,                                                 (6.27) 

где коэффициенты a , b , c  и d  определяются методом наименьших квадратов 

по данным, приведенным в таблице 6.10. Для газонасыщенного известняка по-

лучаем 02.0  ,9984.0 0.0111,b  ,3821.0  dca .  
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         Для определения согласованности экспериментальных данных с эмпири-

ческими уравнениями, найдем ошибку аппроксимации и индекс детермина-

ции. Найдем ошибку аппроксимации: 

               %63.1%100
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1467.0
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1
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i

i
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ii
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yy
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Как мы видим, ошибки аппроксимации меньше 7 %, следовательно, 

уравнения (6.26) и (6.27) хорошо согласуются с экспериментальными данны-

ми.  

Найдем теперь индекс детерминации:  
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Следовательно, точность подбора уравнений высокая. 

Определим статистическую значимость коэффициента детерминации по 

критерию Фишера. Число параметров уравнения 1m .  Тогда 11 mk ,  

711912  mNk . Найдем критическое значение критерия: 

                 59.5)05.0,7,1(),,( 21  криткрит FkkF  . 

Найдем фактические значения критерия для уравнений (6.26) и (6.27): 

9548.2157
1

1
)05.0,7,1(),,(

2

2

)(.21)(. 




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Поскольку критфакт FF . , то коэффициенты детерминации (и в целом эм-

пирические уравнения) статистически значимы.    

          Тогда для газо- насыщенного известняка уравнение можно записать в 

виде: 

              

)1.0/ln(0111.03821.002.0

0
2731.0

9984.0),(

P
TP

TP




















   .   (6.28) 

На рис. 6.17 и 6.18 приведены графики зависимости теплопроводности 

газо- насыщенного известняка от давления при различных значениях темпера-

туры и от температуры при различных значениях давления согласно уравне-

нию (6.28)  и экспериментальным данным, приведенным в табл. 6.9. Как мы 

видим из рис. 6.17 и 6.18, экспериментальные данные хорошо согласуются с 

эмпирическими, согласно (6.28). 

       

Рис. 6.17. Зависимость теплопроводности газо- насыщенного известняка от 

давления при различных температурах 
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Рис. 6.18. Зависимость теплопроводности газо- насыщенного известняка от 

температуры при различных значениях давления. 

 

  Выводы.  Исследованы зависимости  и . Для зависимости 

 было выбрано логарифмическую регрессию, а для зависимости  

степенную регрессию. Оценены их параметры методом наименьших квадра-

тов. Статистические значимости уравнений проверены с помощью коэффици-

ента детерминации и критерия Фишера. Установлено, что параметры модели 

статистически значимы. Полученные оценки уравнений регрессии позволяют 

использовать его для прогноза.  

Таким образом, абсолютным стационарным методом измерена зависи-

мость теплопроводности газонасыщенного известняка от гидростатического 

давления до 400 МПа в области температур 273–523 К. Результаты показали, 

что температурная зависимость теплопроводности на всем барическом диапа-

зоне следует степенному закону . Барическая зависимость проявляет 

)(Pn )(PC

)(Pn )(PC

nT~
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резкий нелинейный рост до 100 МПа, сопровождающийся существенным из-

менением значения степенного показателя. 

 

§ 6. Исследование температурного поля горной породы  

одномерным нелинейным уравнением теплопроводности с дробной 

производной Капуто по времени 

В этом параграфе исследуем температурное поле горной породы. Из 

проведенных выше исследований по теплопроводности горных пород извест-

но, что коэффициент теплопроводности горной породы является нелинейной 

функцией, которая зависит от температуры и давления.  

Как указано в работе [62], одним из научных направлений, получившее 

свое развитие, является исследование и практическое использование эффектов 

памяти в горных породах при решении задач геоконтроля. Память представля-

ет собой фундаментальное свойство горных пород накапливать, хранить и 

воспроизводить информацию об испытанных в прошлом воздействиях. Кон-

кретные проявления этого свойства носят название эффектов памяти.  Как 

пишет автор в работе [90], структура такого материала как горная порода об-

ладает иерархией и определенным подобием в большом масштабном диапа-

зоне. В работах [200, 201] указано, что замедление процесса диффузии в 

структурах с памятью настолько существенно, что физические величины 

начинают изменяться медленнее чем в обычных средах и учесть данный эф-

фект можно только помощью интегрально – дифференциальными уравнения-

ми, содержащими дробную производную по времени.  

Рассмотрим в качестве математической модели теплопереноса в горной 

породе  начально-краевую задачу для нелинейного уравнения теплопроводно-

сти с дробной производной по времени Капуто и в качестве примера горной 

породы рассмотрим аргиллиты. Для расчета коэффициента теплопроводности 

аргиллитов воспользуемся эмпирической  зависимостью (6.24).  

Задача. В области найти решение задачи }0,0:),{( TxLxtxD 
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              (6.29) 

                           , , 

                          , , ,                                       (6.30) 

где  10  .              

Задачу (6.29), (6.30) будем решать численным методом. Для этого вве-

дем в области  равномерную сетку:  

              .  

          Тогда воспользовавшись разностной схемой (3.54), получим: 
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                (6.31) 

 

, 

                                          ,                       (6.32) 

где , значение  при фиксированном 

значении давления будем находить по формуле (6.24). Решение системы 

(6.31), (6.32) найдем методом прогонки. Численно исследуем задачу при раз-

личных значениях температуры на границе.  

           Разностное схему (6.31), (6.32)  перепишем в виде:   

                        1,....,2,1  ,1
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где    

0)0,( TxT  Lx 0

.),0( грTtT  *
.),( грTtLT  t0

}0,0:),{( TxLxtxD 

},...,1,0,,,...,1,0,:),{( NnntMihixtx ninih  

,...1,0,1,...,2,1  nMi

MiTTi ,.....,1,0 ,0
0 

NnTTTT гр
n
Mгр

n .....,2,1,   , *
..0



2
  ,

2

1
2/1

1
2/1

n
i

n
in

i

n
i

n
in

i











 





n
i



221 
 

                
 



 









)2(
 , ,

1
0

1
1

2

2/1

2

2/1 ttc
CAB

h
C

h
A iii

n
i

i

n
i

i ,      

                










 












1

0

11
1

11
0

1
1

)2(

1 n

k
knkn

k
i

k
i

n
ii ttTTttTF 


.                                             

           Решение системы (6.33) и (6.34) буем находить методом прогонки.  

Рассмотрим случай, когда в (6.24) давление равно , тогда ра-

венство (6.24) примет вид: 

                                       
2.0

0
273

)( 









T
T  .                                            (6.33)  

Исследуем задачу при теплофизических характеристиках горной поро-

ды: 33 /10626.2 мkг ,  )/( 700)/( 7.0 КкгДжКкгкДжс  , мL  5.0 , 

КTгр 373  при  0x , КTгр 363*    при Lx   и начальная температура при 

0t   равно КT 3230  .  

На рисунке 6.19, 6.20  приведены графики численного решения задачи 

(6.29), (6.30). На рис. 6.19 графики распределения температуры в зависимости 

от координаты, а на рис. 6.20 графики зависимости температуры от времени.  

                     

Рис. 6.19. Графики распределения температуры в зависимости от коор-

динаты и различных значениях параметра дробной производной: 5.01  , 

8.02  , 13  . 

МПаP 1,0
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          Как видно из рисунков 6.19 и 6.20, при переходе к дробным производ-

ным процесс распространения теплового фронта замедляется, что характерно 

фрактальным структурам с эффектами памяти. Полученные расчеты можно 

использовать при разработке технологических процессов, связанных с  гор-

ными породами, в которых коэффициенты теплопроводности зависят от тем-

пературы. 

  

Рис. 6.20. Графики распределения температуры в зависимости времени 

при различных значениях параметра дробной производной: 5.01  , 

8.02  , 13  . 

 

§ 7. Асимптотика прогрева горных пород добычной скважиной 

  Добыча нефти, газа и термальной воды, как правило, происходит со зна-

чительных глубин, порядка 2-5 км. На таких глубинах горные породы и со-

держащаяся в проницаемых пластах нефть, вода и газ прогреты до температур 

пород, примерно до 70-160C. Горячий поток вверх по скважине нефти, газа 

добываемой термальной воды прогревает горную породу вокруг скважины на 

всѐм протяжении ствола, однако распространение тепла в поперечном гори-
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зонтальном направлении за длительное время измеряется лишь десятками 

метров из-за малых значений теплопроводности горной породы и малого ра-

диуса скважины [128;174]. 

 Внешний радиус колонны скважины Rс обычно около 0.1 м и менее. При 

глубине несколько тысяч метров отношение горизонтального размера к верти-

кальному размеру имеет порядок 10
-4

. При таком соотношении размеров вер-

тикальным потоком тепла можно пренебречь по сравнению с горизонтальным 

потоком, т.е. можно считать, что распространение температурных возмущений 

от скважины происходит только в горизонтальном направлении. Вертикаль-

ные изменения определят наслоение и наложение множества решений плоских 

задач. 

 Ось скважины примем за вертикальную координатную ось Oz, направим 

еѐ вверх от забоя. Задачу распространения температуры в однородном горном 

массиве можно считать плоской для каждого фиксированного значения z и 

описать еѐ уравнением в безразмерных переменных (время заменено числом 

Фурье , радиальная координата отнесена к радиусу колонны скважины) 
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Здесь Тг – начальное невозмущенное значение температуры горной поро-

ды вдали от скважины, которое с изменением глубины возрастает в среднем 

3ºС на 100 метров. Тs() – заданная на поверхности скважины температура. 

Она меньше температуры термальной воды в пластовых условиях, выше тем-

пературы горной породы, и по истечению некоторого времени сохраняется 

почти постоянной. Температуропроводность горной породы а зависит от типа 

горной породы и для наиболее распространѐнных пород меняется в пределах 

от 10 до 40 м
2
/год при среднем значении 20 м

2
/год. 
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Сведение трехмерной задачи к двумерной – приѐм, хорошо известный в 

горной теплофизике. Ловерье [177] предложил для определения изменений 

температуры тонкого пласта из-за нагнетания горячей воды считать отток теп-

ла в кровлю и подошву по одномерной схеме, пренебрегая горизонтальной со-

ставляющей теплового потока в горной породе. Такой подход получил широ-

кое признание [3]. Аналогичный подход применялся и в ракетостроении (за-

кон плоских сечений А.А. Ильюшина, 1947 г, см. Наука и жизнь, №2, 1998 г), 

согласно которому частицы воздуха при прохождении ракеты остаются в од-

ной и той же плоскости, перпендикулярной оси ракеты. В нашем случае обос-

нование постановки задачи (6.34) более тривиально: если бы мы и записали 

член со второй производной по вертикальной координате z, то после перехода 

к безразмерным переменным при нѐм появился бы множитель, равный квадра-

ту отношения радиуса скважины к еѐ глубине порядка 10
-8

. Нет смысла в со-

хранении такого малого слагаемого. 

Профиль температуры в случае постоянной температурной репрессии 

представим [3] в виде логарифмической функции с подвижным фронтом рас-

пространения возмущения R(): 
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На фронте возмущения и температура, и еѐ первая производная по ради-

альной координате обращаются в нуль. Для определения закона распростра-

нения фронта возмущения R() пользуемся лишь одним интегральным соот-

ношением, полученным из (6.34) интегрированием дифференциального урав-

нения по области возмущения, после его умножения на rdr. Полученную для 

R() задачу удобно  представить в обратном виде: 
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Решая (6.36) численно можно ожидать представления фронта распростра-

нения возмущения в виде    81.1R . Однако, для малых времѐн решение 

(6.36) намного отличается от асимптотики. 

Попытки видоизменить метод интегральных соотношений введением но-

вых параметров и новых интегралов к желаемым результатам не привели. 

Наиболее удачным оказался не профиль (6.35), а обрезанная его часть, когда и 

в числителе и в знаменатели берутся только логарифмы, как для установивше-

гося режима. Тогда производная по радиальной координате не обращается в 

нуль на фронте возмущения. Интегральное соотношение баланса тепла не вы-

водится из дифференциального уравнения, а записывается без учета оттока 

тепла на фронте, и аналог (6.36) имеет более простой вид: 
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Решение задачи (6.37) теперь показывает, что фронт возмущения движет-

ся по закону 08.2R , что весьма близко к обычно применяемому правилу: 

2R . 

Находим теперь профиль температуры воды в скважине от забоя до устья 

при длительной еѐ работе, применяя найденную выше асимптотику оттока 

тепла. Принимаем профиль установившимся и температурные изменения 

вдоль ствола обусловленными только оттоком тепла в горную породу. Диффе-

ренциальное уравнение будет иметь вид: 
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Здесь обозначения общепринятые: св – объѐмная теплоѐмкость воды 

(4.19 МДж/м
3
К); qв – дебит скважины (м

3
/сутки); Tс(z) – температура воды в 

скважине; Tг(z) – температура горной породы вдали от скважины; Tпл – пла-

стовая температура; T0 – температура нейтрального слоя (среднегодовая тем-

пература поверхности земли), H – глубина скважины; – число Фурье, опреде-

ляемое как отношение at/Rc
2
. 

Профиль температуры по стволу скважины удобно представить в форме 

[4]:  
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где 
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При Hz   
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. (6.41) 

Значения логарифма в знаменателе слабо растут со временем. При а=20 

м
2
/год для времѐн 1 год, 5 лет и 25 лет эти значения составляют 4.32; 5.12 и 

5.93. Соответственно и параметр  будет уменьшаться, но порядок величин 

сохраняется. Например, для H=300м, г=2.5 Вт/мК, qв=300 м
3
/сутки формула 

(6.39) дает =0.75; 0.63 и 0.55 соответственно на время 1 год; 5 лет и 25 лет. 

При малых дебитах, например, для 30 м
3
/сутки, значения параметра были бы 

=7.5; 6.3 и 5.5. 



227 
 

Превышение температуры на устье скважины над температурой 

нейтрального слоя определяется всецело параметром  и геотермальным гра-

диентом. Для значений =0.1; 0.5; 1; 2 и 5 превышение температуры на устье 

(Ту–Т0) составляет соответственно 0.95; 0.79; 0.63; 0.43 и 0.2 от общего темпе-

ратурного перепада (Тпл–Т0).  Профиль температуры состоит из линейной ча-

сти и экспоненты, причѐм с ростом z профиль всѐ более становится линейным. 

В переходной период, когда ещѐ нет выхода на асимптотику, приходится 

считаться с необходимостью решения задачи в полной постановке, сначала 

решать задачу методом преобразования Лапласа в изображениях, а затем 

пользоваться методами численного обращения. В этой задаче такой подход 

удобнее, нежели применение разностных методов. 

Полная постановка отличается от асимптотической постановки (6.39) 

наличием еще производной по времени от температуры в стволе скважины. 

Отток тепла в горную породу меняется в начальный период значительно, он 

сначала возрастает от нуля до некоторого значения, затем убывает и выходит 

на асимптоту. Нарастание температуры в элементе ствола скважины происхо-

дит за счет притока новых более горячих порций воды и оттока тепла в гор-

ную породу. В размерном виде дифференциальное уравнение для неустано-

вившейся температуры в стволе задачи выглядит следующим образом: 
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. (6.42) 

В формуле (6.42): cк – удельная объемная теплоѐмкость на 1 м длины ко-

лонны скважины, она включает в себя теплоѐмкость воды и металла; Rс – 

внешний радиус обсадной колонны; (Rс-) – внутренний радиус скважины; cв – 

объѐмная теплоѐмкость воды; qв – дебит скважины; qТ – отток тепла в горную 
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породу; г – теплопроводность горной породы. Начальные и граничные усло-

вия задачи следует принять в виде: 

       плсплгс TtTzTzTzT  ,0,0, . (6.43) 

где  - геотермальный градиент.  

Причѐм температура горной породы будет участвовать неявно и при 

определении оттока тепла qТ  от колонны скважины в горную породу. 

Задачу (6.42) решаем с применением преобразованием Лапласа, предва-

рительно приводя еѐ к безразмерному виду. Естественно в качестве безраз-

мерного времени выбрать , подсчитанное по температуропроводности а гор-

ной породы и внешнему радиусу колонны, чтобы было согласие с уже решѐн-

ной выше задачей (6.34) оттока тепла от колонны скважины в горную породу в 

изображениях. Линейные размеры по координатам выбираем разные, равные 

соответственно Rс по радиусу и H (глубина залегания продуктивного пласта) 

по вертикали. Старые обозначения переменных сохраняем для упрощения 

письма. В качестве температурного масштаба естественно принять разность 

температур пласта и нейтрального слоя Tпл–T0, но мы оставляем размерную 

температуру. Описание задачи в физических переменных принимает вид: 
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  (6.44) 

Причѐм для начального момента времени =0 разности (Тс–Тг) и (Т–Тг) 

равны нулю, и на границе z=0 разность (Тс–Тг) сохраняет нулевое значение. 

Эту задачу надо решать совместно с (6.34), в которой вертикальная координа-

та участвует неявно. Температура на устье при z=1 и профили температур Tс(z) 

мы получим из совместного решения задач (6.34) и (6.44). Это решение задачи 

определяется двумя безразмерными параметрами: 
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характерные значения которых близки к 1. Например, для H=3000 м и qв=1000 

м
3
/сутки при a=20 м

2
/год и г=2,5 Вт/мК получаем к0,5 и г1. 

Введя изображения по Лапласу 
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получим в них задачу:      
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Еѐ решение имеет вид:  
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Однако, чтобы получить профили температур в пределах 0z1, нужно 

найти оригинал по изображению (6.48). Общий поток тепла в горную породу 

определится снижением температуры от забоя z=0 до устья z=1. Поэтому име-

ет смысл ограничиться отысканием обращения с(1,s) для наиболее интерес-

ных вариантов к и г.. 

Обращение с(1,s) даст температуру воды на устье скважины:  
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где 
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На рис. 6.21  представлены графики относительной температуры на устье 

для четырѐх различных вариантов параметров: (к, г) =(0.2, 0.4); (0.5,1); (1,2); 

и (0.2,5);. Видно, что по истечению долгого времени температура на устье 

сходится к значению пластовой температуры, но сходимость является весьма 

слабой для горных пород с высоким значением температуропроводности.  

 
Рис. 6.21. Рост температуры на устье скважины после еѐ пуска. По оси абсцисс 

отложены значения   /2ln ,  по оси ординат отношение (Ту-Т0)/(Тпл-Т0). Ва-

рианты соответствуют значениям параметров: (к, г)=(0.2, 0.4); (0.5,1); (1,2); 

и (0.2,5) ((1), (2), (3) и (4) соответственно).  
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В заключение отметим, что представленный в этом параграфе подход 

численного обращения преобразования Лапласа с контурным интегрировани-

ем для больших времѐн оказывается намного эффективнее, чем применение 

конечно разностных методов [56]. 
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Глава VII. Программная реализация алгоритмов численного моделиро-

вания динамических процессов в фрактальных 

 и пористых средах 

 

           Для проведения вычислительных экспериментов на основе разработан-

ных численных алгоритмов, представленных во второй и третьей главах, и ма-

тематических моделей нелокальных динамических процессов, представленных 

в четвертой, пятой и шестой главах диссертационной работы, разработаны 

комплексы объектно-ориентированных программ. Все, исследованные в рабо-

те, математические модели описываются дифференциальными уравнениями с 

производными  дробного порядка. В настоящее время не так много программ-

ных средств разработано, которые позволяют найти численные решения по-

добных задач.  В работе  [203]  обновлена часть математического программно-

го обеспечения FODE, используя дробную производную Грюнвальда-

Летникова, то есть, добавлены параметры числового решателя более высокого 

порядка.  В работе [173] создан пакет Julia с открытым исходным кодом, 

FdeSolver, который обеспечивает численные решения дифференциальных 

уравнений дробного порядка на основе правил интегрирования произведений, 

алгоритмов предиктора-корректора и метода Ньютона-Рафсона. Пакет охва-

тывает решения одномерных уравнений с порядками положительных действи-

тельных чисел. В [109] для автоматизации расчетов была разработана про-

грамма «NSFDRE» на языке C++ для численного решения уравнения Риккати 

с дробной производной переменного порядка. В программе реализован чис-

ленный алгоритм расчета, а также предусмотрена возможность визуализации 

результатов расчета.  

           В связи с ограниченностью программных средств численного исследо-

вания нелокальных динамических процессов,  становится необходимым раз-

работка объектно-ориентированных комплексов  программ для компьютерно-

го моделирования динамических процессов в фрактальных и пористых средах. 

В отличие от существующих программных комплексов, разработанные в ра-
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боте комплексы объектно-ориентированных программ позволяют исследовать 

поведение фазовых траекторий динамических систем, описываемых двумя и 

тремя обыкновенными дифференциальными  уравнениями с производными 

дробного порядка, нелокальные  процессы теплопроводности в фрактальных 

системах с памятью при различных значениях параметра дробной производ-

ной. А также в работе, используя экспериментальные данных по теплопровод-

ности горных пород,   разработан комплекс объектно-ориентированных про-

грамм, который позволяет  рассчитывать теплопроводность песчаника, мерге-

ля, гранита и аргиллита в зависимости от температуры и давления. 

         Для разработки объектно-ориентированных программ была выбрана сре-

да программирования Delphi. Среда разработки Delphi проста и удобна при 

использовании, имеет интуитивно понятный и легко обучаемый синтаксис. А 

также Delphi имеет богатую библиотеку компонентов, то есть поставляется с 

обширной коллекцией готовых компонентов, что позволяет разработчикам 

быстро создавать функциональные и привлекательные пользовательские ин-

терфейсы, мощный редактор форм, позволяющий разрабатывать интерфейсы 

путем перетаскивания и настройки компонентов. В сравнении с языком про-

граммирования С++ у Delphi есть преимущества  в высокой скорости компи-

ляции, библиотеке компонентов и высокой производительности, что делает 

привлекательным язык программирования Delphi при решении прикладных 

задач.  Язык программирования Python может быть медленнее, чем Delphi, из-

за интерпретации кода.  

        Данная глава посвящена описанию разработанных комплексов объектно-

ориентированных  программ для исследования нелокальных динамических 

процессов в фрактальных и пористых средах. С помощью тестовых задач про-

верена адекватность и точность получаемых результатов. При целых порядках 

производных решения, получаемые с помощью разработанных программ, со-

ответствуют решениям известных моделей динамических процессов. Разрабо-
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танные прикладные программы подтверждены свидетельствами о регистрации 

программ для ЭВМ (Приложения 1-3) и поддержаны грантами РФФИ. 

 

§ 1. Описание и структура комплекса программ моделирования 

 нелинейных  динамических систем, описываемых дробными дифферен-

циальными уравнениями  

             Для программной реализации вычислительных алгоритмов, приведен-

ных во второй главе  работы, выбрана объектно-ориентированная среда про-

граммирования Delphi. Разработанный  комплекс объектно-ориентированных 

программ имеет модульную структуру и предназначен для исследования фа-

зовой плоскости нелинейных динамических систем, описываемых дробными 

дифференциальными уравнениями. На рисунке приведена функциональная 

схема разработанного программного комплекса.  

           

            Рис. 7.1. Функциональная схема комплекса математических программ 
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             Название комплекса программ – «Программная реализация алгоритма 

компьютерного моделирования нелинейных динамических систем, описывае-

мых дробными дифференциальными уравнениями». Наименования  про-

граммных модулей приведены на рисунке 7.1.  

          Рекомендуемые системные требования:  

 Система/язык программирования: Delphi. 

 Процессор  любой процессор Intel или AMD. 

 Операционная система – Windows 7.0 и выше. 

     При запуске программы открывается меню: 

                                           

где можно выбрать одну  из предложенных моделей. После выбора модели и 

нажатия кнопки «Запуск» открывается форма проекта программы (рис. 7.2), 

где слева на всплывающей панели расположены окна для ввода данных, в се-

редине окно для построения фазовой плоскости, справа окна для построения 

графиков зависимостей   𝑡    𝑡    𝑧 𝑡  и снизу расположены кнопки «По-

строить», «Пауза/Старт» и «Очистить». На всплывающей слева панели верх-

ние три окна для ввода начальных данных, следующие три окна для ввода 

функций правых частей, следующее окно для ввода шага сетки, далее три окна 

для ввода значений параметров системы и последние три окна для ввода зна-

чений параметра дробной производной. На этой же панели внизу справа еще 

три окна для выбора плоскости проектирования. 
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Рис. 7.2 Форма проекта программы 

 

 

Скриншот формы результатов выполнения программы  «Обобщенная модель 

Лоренца» при 𝛼    
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Скриншот формы результатов выполнения программы  «Обобщенная модель 

Лоренца» при 𝛼      

§ 2. Описание и структура комплекса программ компьютерного модели-

рования нелокальных процессов теплопереноса  в фрактальных средах  

      Для программной реализации вычислительных алгоритмов, приведенных в 

третьей  главе  работы, выбрана объектно-ориентированная среда программи-

рования Delphi. Разработанный  комплекс объектно-ориентированных  про-

грамм имеет модульную структуру и предназначен для исследования нело-

кальных процессов теплопереноса в фрактальных средах. На рисунке приве-

дена функциональная схема разработанного программного комплекса.  

Название комплекса программ – «Программная реализация алгоритмов чис-

ленного решения начально-краевых задач для уравнения теплопроводности с 

дробными производными». Наименования  программных модулей приведены 

на рисунке 7.3.  

          Рекомендуемые системные требования:  

 Система/язык программирования: Delphi. 

 Процессор  любой процессор Intel или AMD. 
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 Операционная система – Windows 7.0 и выше. 

         

       Рис. 7.3. Функциональная схема комплекса математических программ       

       При запуске программы открывается меню: 

                                               

где можно выбрать задачу для проведения  расчета распределения температу-

ры.  После выбора задачи и нажатия кнопки, например «Задача 1», открывает-

ся форма проекта программы (рис. 7.4). Слева формы расположены окна для 

ввода теплофизических данных среды, чуть правее окна для ввода параметра 

дробной производной,  посередине окно для построения графиков зависимо-

сти температуры от координаты и снизу окна для вывода значений температу-

ры в зависимости от координаты и параметра производной. На рис. 7.5 приве-

ден скриншот работы программы численного моделирования процессов про-
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мерзания при трех различных значениях параметра дробной производной.     

.                  

7.4. Форма проекта программы 

 

  

 7.5. Скриншот формы результатов выполнения программы для  модели про-

мерзания при  𝛼               . 
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§ 3. Описание и структура комплекса программ расчета  

 теплопроводности  горных пород 

             Для программной реализации  алгоритмов расчета теплопроводности 

горных пород согласно, приведенным в шестой главе  работы эксперимен-

тальным данным, выбрана объектно-ориентированная среда программирова-

ния Delphi. Разработанный  комплекс объектно-ориентированных программ 

имеет модульную структуру и предназначен для расчета теплопроводности 

горных пород и моделирования коэффициентов эмпирического уравнения. 

Для моделирования коэффициентов эмпирического уравнения используется 

алгоритм метода наименьших квадратов, а для оценки согласованности урав-

нения с экспериментальными данными программа вычисляет ошибку аппрок-

симации и индекс детерминации. По вычисленным данным программа выво-

дит значение теплопроводности для заданных значений температуры и давле-

ния, эмпирическое уравнение теплопроводности в зависимости от температу-

ры, графики температурной и барической зависимостей теплопроводности и 

выводы относительно полученных оценок. На рисунке приведена функцио-

нальная схема разработанного программного комплекса.  

 

       Рис. 7.6. Функциональная схема комплекса математических программ 
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          Название комплекса программ – «Расчет теплопроводности горных по-

род в зависимости от температуры и давления». Наименования  программных 

модулей приведены на рисунке 7.6.  

          Рекомендуемые системные требования:  

 Система/язык программирования: Delphi. 

 Процессор  любой процессор Intel или AMD. 

 Операционная система – Windows 7.0 и выше. 

        При запуске программы открывается меню: 

                                                    

Меню программы 

где можно выбрать горную породу для проведения  расчета теплопроводности 

в зависимости от температуры и давления.  После выбора горной породы и 

нажатия кнопки, например «Песчаник», открывается форма проекта програм-

мы (рис. 7.7). 

                        

7.7. Форма проекта программы 
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           Слева в верхнем углу проекта расположены окна для ввода давления и 

температуры, правее этих окон расположены окна для вывода коэффициентов 

эмпирического уравнения, снизу этих окон расположены две кнопки «Рассчи-

тать» и «Очистить» и окно для вывода теплопроводности горной породы для 

введенных значений давления и температуры.  В правой верхней части распо-

ложены окна для вывода ошибки аппроксимации, индекса детерминации и 

эмпирического уравнения теплопроводности горной породы и кнопка «Вы-

ход». Внизу формы проекта расположены два окна для построения графиков 

зависимостей теплопроводности от температуры и давления. При нажатии 

кнопки «Рассчитать» появляется окно для загрузки экспериментальных дан-

ных. Данные можно загрузить из файла нажатием кнопки «Загрузить» или 

непосредственно набрать в окне загрузки. После загрузки экспериментальных 

данных нужно нажать кнопку «Ок» (Рис.7.8). С помощью разработанного 

комплекса программ можно определить теплопроводность горной породы в 

зависимости от температуры и давления, построить графики зависимостей от 

температуры и давления, рассчитать коэффициенты эмпирического уравнения 

и вычислить ошибку аппроксимации и индекс детерминации (рис. 7.9). 

 

Рис. 7.8. Форма проекта программы с окном загрузки  

экспериментальных данных 
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Рис. 7.9. Скриншот формы результатов выполнения программы для расчета 

теплопроводности песчаника 
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Заключение 

           В работе получены новые результаты, которые являются важными в но-

вом научном направлении «Математическое моделирование динамических 

процессов во фрактальных и пористых средах». Они приведены во введении и 

смогут сыграть значительную роль в создании нового направления в модели-

ровании нелокальных процессов в динамических системах с памятью.  

1. Получены численные методы решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений с дробной производной. Доказаны теоремы о сходимости полу-

ченных численных методов. На их основе построены эффективные чис-

ленные алгоритмы, которые реализованы в виде пакетов прикладных про-

грамм для исследования нелинейных динамических систем, описываемых 

дифференциальными уравнениями с производными дробного порядка. 

2. Разработаны устойчивые разностные схемы для численного решения крае-

вых задач для дифференциальных уравнений в частных производных 

дробного порядка. Доказаны теоремы о сходимости этих разностных схем. 

На их основе построены эффективные численные алгоритмы, которые ре-

ализованы в виде пакетов прикладных программ для исследования процес-

сов теплопроводности во фрактальных системах с памятью.  

3. Проведено качественное исследование линейных динамических систем 

описываемых дробными дифференциальными уравнениями в случае дей-

ствительных корней характеристического уравнения. 

4. Проведено исследование нелинейных динамических систем, описываемых 

системой двух дифференциальных уравнений с дробной производной Ка-

путо, методом линеаризации. Получено аналитические решения линеари-

зованных систем и установлены топологические изменения фазовой плос-

кости при переходе к дробной производной. 

5. Проведено численное исследование фрактальных характеристик микро-

структуры газоразрядных каналов и динамику электронов в них с приме-

нением современной технологии математического моделирования и вы-
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числительного эксперимента на основе аппарата интегродифференцирова-

ния дробного порядка. 

6. Проведено численное исследование нелокальных процессов промерзания 

во фрактальных средах и динамики фронта фазового перехода, распро-

страняющегося во фрактальной среде. 

7. Проведено численное исследование процессов неизотермической филь-

трации с учетом фрактальности среды и эффектов памяти.   

8. Исследована математическая модель конвективного теплообмена с внеш-

ней средой для полуограниченного тела с учетом эффектов памяти.  

9. Были проведены исследования теплопроводности горных пород в доста-

точно широком диапазоне температур 273–523 К и давлений до 400 МПа, 

характерных для природных условий. На основе экспериментальных дан-

ных по эффективной теплопроводности песчаника, мергеля, гранитов, гра-

нулитов и аргиллитов, известняка в зависимости от температуры и давле-

ния  получены уравнения для расчета теплопроводности горных пород в 

зависимости от температуры и давления.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

 

Программная реализация  алгоритма компьютерного моделирования не-

линейных динамических систем, описываемых дробными дифференциальны-

ми уравнениями, методом фазовой плоскости 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Программная реализация алгоритма компьютерного  

моделирования процессов промерзания во фрактальных средах 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Программная реализация алгоритма расчета теплопроводности горных 

пород в зависимости от температуры и давления 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

Программная реализация алгоритма обработки изображений с помощью 

обобщенных дробных операторов 

 


